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Statistical Physics and Thermodynamics

Self-Test

Alle Aufgaben dieses Blattes gehören in die Kategorie T. Für die Lösungen werden keine
Punkte vergeben, die Aufgaben werden korrigiert und zurückgegeben, aber nicht (!!!) im
Detail in den Übungsgruppen besprochen. Der Selbsttest dient zur Förderung der Selbst-
einschätzung und zur weiteren, selbständigen Einübung des Stoffes ohne “Punktedruck”.
Der Gesamtumfang ist größer als der einer Klausur, aber alle Aufgaben sind geeignet, um
Sie ohne weitere Hilfsmittel zu lösen. Erst wenn Sie das nicht schaffen, rekapitulieren Sie
die entsprechenden Abschnitte der Vorlesung oder lesen in der Lehrbuchliteratur nach.
Geben Sie die Lösungen bitte in einer Form ab, die der von Klausuraufgaben entspricht,
für die Sie hoffen, auch Punkte zu bekommen.

Aufgabe 1: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Produkt der Augenzahlen
zweier Würfel bei einem Wurf größer ist als 15?

Aufgabe 2: Berechnen Sie die charakteristische Funktion der Wahrscheinlichkeitsdichte
ρ(z) = a exp(−az), 0 ≤ z < ∞ und bestimmen Sie mit Hilfe dieser Funktion die Varianz
von z.

Aufgabe 3: x, y seien unabhängig Gauss-verteilt mit < x >=< y >= 0 und Varianzen
σ2

x = σ2
y = σ2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichten für z+ = x+y und z− = x−y.

Aufgabe 4: Gegeben seien N statistisch unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen
xi, i = 1 . . . N , die alle die Wahrscheinlichkeitsdichte

ρ(x) =
1

4
δ(x) +

1

2
δ(x −

3

4
) +

1

4
δ(x − 1)

besitzen. Wie lautet die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen zN = 1√
N

∑N

i=1 xi

für N → ∞?
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Aufgabe 5: Wo liegt der Median der Exponentialverteilung ρ(z) = a exp(−az), 0 ≤ z <
∞ ?

Aufgabe 6: Für die Lebensdauer T von Glühbirnen ist die Exponentialverteilung ρ(T ) =
(1/τ) exp(−T/τ) ein gutes Modell. Gegeben sei eine Messreihe {Ti, i = 1 . . . , N}. Bestim-
men Sie den maximal likelihood Schätzwert für τ .

Aufgabe 7: Bei einem χ2 Test ergibt sich für die normierten Abweichungen einer Mess-
reihe (Daten aufgeteilt in 10 Bins) von den Modellwahrscheinlichkeiten für die Bins ein
χ2 = 0.7. Wie groß ist die Irrtumswahrscheinlichkeit, wenn Sie das Modell akzeptieren.
Hinweis: Siehe die beigefügte Tabelle aus Abramowitz et al. ’Handbook of Mathematical
Functions’, Dover Publications INC., New York 1965.

Aufgabe 8: Ist

ρ̂ =

(

1/2 i
−i 1/2

)

ein quantenmechanischer Zustandsoperator? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 9: Betrachten Sie ein System aus N Brownschen Teilchen (mit Masse 1), die
sich überdämpft, kräftefrei und ohne Wechselwirkungen untereinander in 1 Dimension
bewegen, d.h. die Orte der Teilchen genügen den Langevingleichungen ẋi = ξi(t), wobei
< ξi >= 0, < ξi(t)ξj(t

′) >= 2Dδ(t − t′)δij (D: Diffusionskonstante eines Teilchens). Wie
groß ist die Diffusionskonstante des Schwerpunktes der N Teilchen?

Aufgabe 10: DNA Stücke können als 2 Einzelketten (E) oder als Doppelhelix (D) vor-
liegen. Das Reaktionsschema für diese Konformationsänderung ist

k+ : E + E → D

k− : D → E + E,

wobei k± die spezifischen Reaktionsraten bezeichnen. Stellen Sie die chemische Master-
gleichung dazu auf.

Aufgabe 11: Geladene Teilchen (Ladung q < 0) bewegen sich unter dem Einfluss eines

homogenen elektrischen Feldes ~E = |E|~ez parallel zur z-Achse in einem viskosen Me-
dium (0 ≤ z < ∞) mit Reibungskoeffizient η (Elektrophorese). Die Bewegung verläuft
überdämpft, d.h. sie genügt der Langevingleichung

ż = −
|q||E|

η
+ ξ(t)
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mit < ξ >= 0, < ξ(t)ξ(t′) >= 2kT
η

δ(t− t′). Stellen Sie die zugehörige Fokker-Planck Glei-
chung auf. Schreiben Sie diese Fokker-Planck Gleichung in Form einer Kontinuitätsgleichung
und bestimmen Sie die stationäre Lösung zu verschwindender Stromdichte.

Aufgabe 12: Die Energien der diskreten Zustände {n} eines Systems seien En. Das ein-
deutige, stationäre Gleichgewicht des Systems sei der kanonische Zustand, d.h. Peq(n) =
Z−1 exp(−βEn). Konstruieren Sie einen Satz von Übergangsraten r(n|m) für die Master-
gleichung, der für dieses System die Bedingungen der detaillierten Balance erfüllt.

Aufgabe 13: x(t) genüge der Langevingleichung

∆x(t) = x(t)dt + dWt

wobei dWt Inkremente des Wiener Prozesses mit < dWt >= 0 und < (dWt)
2 >= σ2dt

sind. Bestimmen Sie den Mittelwert und die Varianz der Inkremente von z(t) = x2(t) und
stellen Sie aus diesem Ergebnis die Fokker-Planck Gleichung für ρ(z, t) auf.

Aufgabe 14: Entwerfen Sie ein Flussdiagramm oder ein Pseudocodefragment für eine Mo-
difikation des Gillespie Algorithmus für den Fall, dass das System absorbierende Zustände

besitzt. Das sind Zustände n, in die Trajektorien zwar hineinspringen können, d.h. die
Raten r(n|m) sind i.a. ungleich Null, aus denen das System aber nie mehr heraus kommt,
d.h. r(m|n) = 0 für alle m 6= n.

Aufgabe 15: Berechnen Sie die Varianz des Volumens eines idealen Gases bei Druck p,
Temperatur T und Teilchenzahl N .

Aufgabe 16: Berechnen Sie die kanonische Zustandssumme für ein 1-dimensionales Sys-
tem klassischer, ununterscheidbarer Teilchen mit der Hamiltonfunktion

H = c
N

∑

i=1

|pi|

wobei pi den Impuls des i-ten Teilchens bezeichnet (ultrarelativistisches, ideales Gas).
Bestimmen Sie die Freie Energie und die spezifische Wärme cV für dieses Gas.

Aufgabe 17: Bestimmen Sie den thermodynamischen Limes von S/N für

ω(E) =
ǫN

N !
[αV ]γN [(1 − α)V ](1−γ)N ,

wobei 0 ≤ γ ≤ 1, 0 ≤ α ≤ 1 und ǫ eine Konstante (nicht extensiv) ist. Wo liegt das
Maximum von S(α) bei vorgegebenem γ?
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Aufgabe 18: Bestimmen Sie die Ableitung der Entropie S(T, V ) nach dem Volumen für
ein System mit thermischer Zustandsgleichung p = φ(V, T ).

Aufgabe 19: Gegeben sei die thermische Zustandsgleichung p = φ(V, T ) und die kalori-
sche Zustandsgleichung S = χ(V, T ). φ(V, T ) sei auflösbar zu V = φ−1(p, T ). Bestimmen
Sie dG(p, T ), d.h. das totale Differential der Freien Enthalpie.

Aufgabe 20: Ein 1-dimensionales, ideales Gas in einem Kasten 0 ≤ x ≤ L und im
homogenen Kraftfeld U(x) = fx befindet sich im thermischen Gleichgewicht zu festen
T, L, N . Nun wird f quasistatisch (infinitesimal) verändert f → f + df . Bestimmen Sie
die dem System zugeführte Wärme und die am System geleistete Arbeit (linear in df).

Due date: Monday, 07.01.2008, 09:55h
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