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Versuch 252
Digitale Filter

Analoge Signale werden heute zunehmend durch den Einsatz digitaler Si-
gnalverarbeitung gemessen und bearbeitet: sie werden in Zahlenformen
(digitale Signale) umgewandelt und auf Digitalrechnern zur Weiterverar-
beitung und Auswertung gespeichert. Dieser Versuch fuhrt in die Grundla-
gen der digitalen Signalverarbeitung ein. Es wird ein schneller Signalpro-
zessor verwendet, um die digitalen Signale so schnell zu verarbeiten, daf}
die Ergebnisse sofort wieder in analoge Signale zurickgewandelt werden
kdonnen (Echtzeit-Verarbeitung). Zunachst werden Fehler und Grenzen bei
der Umwandlung analoger Signale in digitale Signale untersucht (Samp-
lingtheorem, Quantisierungsrauschen) und anschlieRend digitale Filter
maximal 2. Ordnung realisiert und ausgemessen.

Zubehor

Signalgenerator (Sinus) fur Frequenzen von 0 bis 20 kHz

Oszilloskop

RMS-R6hrenvoltmeter mit dB-Skala

Filter 2. Ordnung mit einstellbaren Koeffizienten (in einem Gehause mit
AD/DA-Wandlern)
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Gang des Versuchs

1. Quantisierungsrauschen

Messen der Leistung des Quantisierungsfehlers bei fs = 25 kHz und einem
sinusformigen Eingangssignal von 20 Hz fur verschiedene Wortbreiten des
AD-Wandlers.

2. Rekursives Filter 1. Ordnung

(Xlzaz:Bz:O; ()Lo:l

B1=0.5; 0.9, 0.98

fs=10kHz

Messung des Frequenzgangs von 20 Hz bis 20 kHz.

3. Rekursives Filter 1. Ordnung

Olg = Olp = 0

o1 =rsiny, Pi=2rcosy, Pp=—r?

r=0.9 095 099 y=30°

fs=10kHz

Messung des Frequenzgangs von 20 Hz bis 5 kHz.
Messung der Impulsantwort.

4. Nichtrekursives Filter

P1=P2=0
06020612062:1

Messung des Frequenzgangs von 20 Hz bis 5 kHz.
Aullerdem dasselbe fur eine weitere, beliebige Nullstelle im oder auf dem
Einheitskreis (die Parameter o; entsprechend selbst wahlen).

5. Tiefpalfilter 2. Ordnung

Butterworth: fy = 1 kHz
[(11:2; (XoZOLzZl]Xl/lG
Br=1143; PBo=-0.428
fs= 10 kHz

Tschebyscheff: fy = 1 kHz; 3 dB Welligkeit

[(11:2; Op =0 = 1] X 1/16

B1=1532; PBo,=-0.7094

fs=10 kHz

Messung des Frequenzgangs jeweils von 20 Hz bis 5 kHz.



Auswertung

1. Auftragung des RMS-Wertes des Quantisierungsrauschens tber der
Wortbreite des AD-Wandlers. Abschatzung des nutzbaren Dynamik-
bereichs.

2. Zeichnen des Frequenzgangs und Bestimmung der Grenzfrequenz
(3 dB - Abfall, “full width”). Bestimmung der Abtastfrequenz. Ver-
gleich mit der Theorie.

3. Zeichnen des Frequenzgangs. Bestimmung der Resonanzfrequenz
und der Halbwertsbreiten. Bestimmung der Frequenz und des loga-
rithmischen Dekrements aus der Impulsantwort. Vergleich der Mel3-
werte aus Frequenzgang und Impulsantwort untereinander. Vergleich
der MeRRwerte mit der Theorie.

4. Zeichnen des Frequenzgangs. Bestimmung der Resonanzfrequenz
(=Sperrfrequenz) und Vergleich mit der Theorie.

5. Zeichnen der Frequenzgange. Bestimmung der Grenzfrequenzen
(3 dB - Abfall relativ zu H(w — 0)). Bestimmen der Welligkeit beim
Tschbyscheff-TiefpalR [Hpax — H(w — 0)]. Vergleich von Butterworth
und Tschebyscheff.

Bemerkungen:

Es ist darauf zu achten, dal? der gemeinsame Faktor fir o; so eingestellt
wird, dal keine Uberlaufe auftreten (H(z) mufl immer kleiner als 2 sein).

Zu 3.:
(rsiny)z

H(2) = z2 — (2r cosy)z+r2

ist Z-Transformierte von
hn=r"sin(ny).
FUr den Zusammenhang zwischen logarithmischem Dekrement
(i)
A = In Jmax
X(|+1)
max

Halbwertsbreite Af und Resonanzfrequenz fies gilt ndherungsweise

1
T



1 Theorie

1.1 Quantisierungsrauschen

Um analoge Signal digital verarbeiten zu kdnnen, missen diese zunachst
in binare Zahlen umgewandelt werden. Dies geschieht mit Hilfe von
Digital-Analog-Wandlern. Die Genauigkeit dieser Umwandlung hangt
hauptséachlich von der Wortbreite ab, d.h. der Anzahl Bits, mit welcher die
Zahlen dargestellt werden konnen. Ein 12-Bit-Wandler hat z.B. 22 = 4096
Zahlen zur Darstellung der analogen Werte zur Verfugung. Die Kennlinie
dieser Quantisierung entspricht einer Treppenfunktion mit der Stufenhdhe
g (Quantisierungsstufe), wobei

q=2""A (1)

mit der Wortbreite W und der Vollaussteuerungsamplitude A.
Der beim Quantisieren auftretende Fehler e hangt wie folgt von der Quan-
tisierungsstufe q ab: q q

,<ess. (2)
Im allgemeinen kann dieser Quantisierungsfehler als gleichverteilte Zu-
fallsgroRe angenommen werden, deren Verteilung p(e) vom analogen Ein-
gangssignal unabhangig ist: p(e) = 1/q. Wegen der statischen Eigenschaf-
ten des Fehlers spricht man von Quantisierungsrauschen.

o(e) |

1/q

|

-q/2 q/2

Abb. 1: Verteilungsfunktion des Quantisierungsfehlers.

Die Varianz des Quantisierungsfehlers ist seiner Leistung proportional und
berechnet sich als

q/2 q/2 1 2
0% = / p(e)(e— < e>)?de= / a(e—O)zde: % 3)
-q/2 —a/2



Um den Einflul? des Quantisierungsrauschens abschatzen zu kénnen, inter-
essiert man sich fur das Verhéltnis der Varianz des Nutzsignals 62 zur Vari-
anz des Quantisierungsrauschens cZ. Dieses entspricht dem Verhaltnis der
Leistungen von Signal und Rauschen und wird daher als Signal-Rausch-
Abstand (SNR = Signal to Noise Ratio) bezeichnet. Ein voll ausgesteuerter
Sinus hat die Varianz

1 T2 A 2 A2 1
2—_ . _ g = — = — 202W
os—_l_/ 23m(2nft)> dt 3 8q2 . 4)
7T/2

Daraus erhalten wir:

2
_0s _ 125w
SNR = 2= 8 22W. (5)
12

Somit erhalt man fur jedes zusatzliche Bit der Wortbreite eine Verbesse-
rung des SNR von 6 dB. Zum Beispiel haben 12-Bit-Wandler einen (maxi-
malen) SNR von 74 dB, 16-Bit-Wandler von 96 dB.

Bei der bisherigen Betrachtung wurde noch kein Einflu3 der endlichen Ab-
tastrate (Samplingfrequenz fs), also kein Rauschen durch Quantisierung
der Zeit, bertcksichtigt. Man kann sich Uberlegen, dal? eine Erhdhung der
Wortbreite bei festem fsdann keine Verbesserung der Qualitat mehr bringt,
wenn die Anderung des Eingangssignals wahrend einer Abtastperiode Ts =
1/ fs bereits groRer ist als eine Quantisierungsstufe g. Fur einen vollausge-
steuerten Sinus der Frequenz f erhalt man als Abschatzung der maximalen
Wortbreite, bevor dieser Effekt auftritt:

% (gsin(ant))

= nfs<2W = w<

Ts<q=A.27"W @)

max.

In(fs/mf)

In(2) ®)
Oberhalb von W = In(fs/nf)/In(2) erwartet man daher keine signifikante
Verminderung des Rauschens mehr.

1.2 Abtasttheorem

Bei der digitalen Signalverarbeitung wird einerseits die Gro3e des Ein-
gangssignals durch Quantisierung diskret gemacht und andererseits der
Zeitverlauf des Signals diskretisiert, indem das Signal in festen Abstinden
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Abb. 2: Beschreibung der Abtastung durch einen Dirac-Kamm.

abgetastet wird. Daher stellt sich die Frage, wie ein Zeitsignal durch aqui-
distante Abtastung verfalscht wird. Um diese Frage zu beantworten, muf}
man das Spektrum der abgetasteten Funktion betrachten.

Formal wird die Abtastung durch die Multiplikation eines analogen Zeitsi-
gnals mit einem Dirac-Kamm beschrieben:

Yn = Y(t) - comb(t, 1) (9)

comb(t,t) = &(t— k). (10)
K=—oc0

Das Spektrum der abgetasteten (digitalen) Funktion y, ergibt sich dem-
nach aus der Faltung des Spektrums der urspringlichen Zeitfunktion
y(t) mit dem Spektrum des Dirac-Kamms. Das Spektrum einer Dirac-
Kammfunktion ist wiederum ein Dirac-Kamm mit der Periode fs = 1/7.
Wenn wir mit — die Fouriertransformierte bezeichnen, gilt also fur das
Spektrum des abgetasteten Signals:

y(t) — Y(f)
comb(t,t) %comb(f,fs) (12)
(0 = (=7 3 V(K

Mit anderen Worten: Das Spektrum des Originalsignals wiederholt sich
Im Frequenzbereich periodisch mit der Abtastfrequenz f. Besitzt nun das
Spektrum der Zeitfunktion Y (f) Frequenzen oberhalb der halben Abtastfre-
guenz fs, so kann das digitale Signal in das zugehdrige analoge Zeitsignal
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zuruckgewandelt werden, indem man es digital-analog wandelt und mit ei-
nem Tiefpal? mit einer Abschneidefrequenz von fs/2 die periodischen hoch-
frequenten Anteile herausfiltert. Bei der digitalen Signalverarbeitung muf3
also das abzutastende Signal mit fs/2 bandbegrenzt sein.

Uberlappungsbereiche
\

- fS fg fS
) IfS 1;9 1;s

Abb. 3: Zum Abtasttheorem. Oben: Spektrum der Zeitfunktion. Mitte: Spek-
trum der abgetasteten Funktion mit fs < 2fg. Unten: dasselbe mit fs > 2f.

f

-
f

1.3 Digitale Systeme

Nachdem wir die Grundlagen der Beziehung zwischen einem analogen und
einem digitalen Signal besprochen haben, interessieren uns die Operatio-
nen, die mit den digitalen Signalen z.B. in einem Digitalrechner durch-
gefuhrt werden kdnnen. Die wichtigsten sind hierbei die linearen digitalen
Systeme, die sich durch folgende Differenzengleichung beschreiben lassen:

M N
Yn= D OkXn_k+ X, PkYn—k- (12)
k=0 k=1

Der aktuelle Ausgangswert Yy, berechnet sich also aus N vergangenen
Ausgangswerten (Yn_1,---,¥n—n) UNd M + 1 vergangenen Eingangswerten
(%n, -+ - s Xn—M)-



Ein lineares digitales System kann somit aus den drei Elementen Addierer,
Multiplizierer und Verzogerer aufgebaut werden, die sich mit einem Digital-
rechner realisieren lassen.

Xl,n

X2,n

o
Xn ——— — O X
Xn — T m— Xna

Abb. 4: Die Elemente Addierer, Multiplizierer und Verzogerer.

Eine wichtige Grolie zur Beschreibung eines digitalen Systems ist die Ein-
heitsimpulsantwort. Dies ist die Ausgangsfolge des Systems bei Anregung
mit einer Eingangsfolge, die aus einer Eins und sonst nur aus Nullen be-
steht. Aus der Einheitsimpulsantwort h, l1af3t sich die Ausgangsfolge y, des
Systems bei einer beliebigen Eingangsfolge x, berechnen:

Yn= 2, MXy k. (13)
P

Diese spezielle Summe bezeichnet man als Faltungssumme.

Als Beispiel betrachte man das folgende System 1. Ordnung:

1
Yn=Xn + EYn—l- (14)
Wie man leicht nachrechnet ist die Einheitsimpulsantwort h,
1 1 1
hn—l, é, Z, g, (15)

Im weiteren interessieren wir uns fur das Frequenzverhalten dieses Sy-
stems, d.h. fur Betrag und Phase der Ausgangsfunktion bei einer harmoni-
schen Eingangsfunktion €' mit der variablen (Kreis-)Frequenz o. Die dis-
krete Eingangsfunktion x, errechnet sich dann zu

Xn=€®M  1="T,: Abtastperiode. (16)

Weil es sich um ein lineares System handelt, ist die Ausgangsfunktion eben-
falls eine harmonische Funktion mit der Frequenz w, so dal3 gilt:

Yn-1 = ot Yn

9



1 .
Yn = Xn+§efl(MYn (17)

B 1
Yn - 1_ l-e*i(m? Xn
2
Die Ubertragungsfunktion H(w) ist nun der Quotient aus Eingangs- und
Ausgangsfunktion bei harmonischer Anregung:

Yn 1

H e
)= = 1= Teor

(18)
In unserem Beispiel kann nun fiir beliebige reelle Signale die Ubertra-
gungsfunktion H(w) nach Betrag und Phase ausgewertet werden: FUr tiefe
Frequenzen (o ~ 0) ist der Betrag maximal, und fur o = nt/t ist der Betrag
minimal, so daf? sich unterhalb dieser Frequenz eine Tiefpalicharakteristik
ergibt.

Im allgemeinen ist die Ubertragungsfunktion als das Verhéltnis der
Fouriertransformierten von Ausgangsfolge (F (y1)) und der Eingangsfolge
(F (xn)) definiert:

F (yn)
Die Berechnung der Ubertragungsfunktion nach dieser Formel kann sehr
aufwendig sein. Der oben angewandte “Trick” zur einfachen Berechnung
der Ubertragungsfunktion durch harmonische Eingangs- und Ausgangs-
funktionen kann jedoch auch fur ein beliebiges lineares digitales System
benutzt werden. Ausgehend von der Differenzengleichung

M N
= Xk + D, BrYnk (20)
k=0 k=1

I&Rt sich bei harmonischem Eingangssignal %, = €“*" das Ausgangssignall
ausdrucken als

M _ N _
= z OCkeiIm'(Xn + 2 Bkeil(MKYn? (21)
k=0 k=1

also M itk
e_ .

Yo _Zico% — H(w,1) = H(). (22)

Xn 1— zk Bkeflmk
Die Ubertragungsfunktion last sich also direkt durch die Koeffizienten oy
und By ausdricken. Fur ein digitales System ist es daher sinnvoll, anstelle
der Abhangigkeit von  und t nur die Abhangigkeit von der zusammenge-
setzten Groflle z= €T zu betrachten:

~Y(2 Kooz
H(z) = X@) 1SN, pz ©

(23)

10
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Abb. 5: Digitales System 2. Ordnung

Die Rechenvorschrift, einer zeitvariablen Folge %, eine frequenzabhangi-
ge Funktion X(z) zuzuordnen, wird als Z-Transformation bezeichnet. Sie
ist mit der Fourier-Transformation (bzw. deren Verallgemeinerung, der
Laplace-Transformation) identisch, wenn die richtige Variablenbeziehung
z= € periicksichtigt wird. Fur digitale Systeme ist die Z-Transformation
jedoch formal einfacher, weil die Koeffizienten der Zeitfolge (Differenzen-
gleichung) mit den Koeffizienten der Z-Transformierten tGbereinstimmen,
die Abhangigkeit von w und tin einer Variablen vereinigt ist und die aus der
Periodizitat der e-Funktion resultierende Mehrdeutigkeit eliminiert wird.
Allgemein ist die Z-Transformation einer Zahlenfolge {y} folgendermalien
definiert:

Ziy}=Y@) =Yy wz " (24)
k=0
In unserem Beispiel errechnete sich die Ubertragungsfunktion nach (18)
als
H(0) = o = (25)

_laior _ 1,1
1 5€ 1 5Z

Wir kdnnen sie aber auch mit Hilfe von (24) aus der Einheitsimpulsantwort
hn berechnen, da H(z) = Z{hn} gilt:

1 n
hn = (_) ) n Z 07 (26)
2
H(z) = i hnz " = i (}z‘l)n = ;11 (27)
n=0 =0 \2 1-357

11



1.4 Pol-Nullstellen-Darstellung der Systemfunktion
Man betrachte das folgende System 2. Ordnung:

Yn=0oXn+ 01X 1+ 02Xy 2+ PB1Yn 1+ B2Yn 2. (28)
Dies lalt sich durch eine Schaltung wie in Abbildung 5 realisieren. Die
Ubertragungsfunktion lautet
H(z) = Qo+ oz t+apz?  opZtoyz+op
 1-Pzi-Brz2 Z2-Piz—Py
Die Polynome der Systemfunktion kdnnen auch in Produktform geschrie-
ben werden:

(29)

(z—2710)(2—220)
(2= 21,0)(Z— Z00)
Die Nullstellen des Zahlerpolynoms (z 9,2, 0) werden als Nullstellen, die
Nullstellen des Nenners (z .., 2 .,) als Pole des Systems bezeichnet.

H(z) = A (30)

Aus den Polen und Nullstellen lassen sich mit einfachen geometrischen Me-
thoden Betrag und Phase der Ubertragungsfunktion des Systems herleiten.
Den Betrag erhalten wir, indem wir auf dem Einheitskreis in der komple-
xen Ebene (z= €27 “entlangfahren” und die Absténde zwischen dem jewei-
ligen Punkt auf dem Einheitskreis und den Nullstellen multiplizieren. Die-
ses Produkt muf3 noch durch die Abstande zwischen dem jeweiligen Punkt
und den Polen dividiert werden. Die Phase erhalt man entsprechend durch
Addition der Winkel zu den Nullstellen und Subtraktion der Winkel zu den
Polen.

Abb. 6: Beispiel zur geometrischen Abschatzung einer Ubertragungsfunk-
tion aus den Nullstellen (0) und Polen (x).

12



Betrag und Phase von H(z)

6.28

55
471
3.93
3.14
2.36
157

0.785

0 LN e [ ] | | N
0 0.785 1.57 2.3 3.14 3.93 4.71 55 6.28
normierte Frequenz

Abb. 7: Verlauf von |H(z)| (normiert auf 2r, durchgezogene Linie) und der
Phase von H(z) (arg[H(z)], gestrichelte Linie) zu dem Beispiel in Abb. 6.

1.5 Spezielle Filter

Ublicherweise werden Filter in der komplexen p-Ebene, d.h. im Definitions-
bereich der Laplace-Transformation entworfen. Als Beispiel betrachte man
den analog realisierten TiefpalR 2. Ordnung, den Abb. 8 zeigt.

L R
— T
—_——C

O O

Abb. 8: Analoger RCL-Tiefpal3.

Dieser TiefpaB hat die Ubertragungsfunktion

1
H(w) = :
(@) 1+ RCiw— LCw?’

(31)

oder bei Verallgemeinerung der rein imaginaren Variablen io auf eine kom-
plexe Variable p:
1

H(p) =17 RCp—+LCp?"

(32)

13



Man erkennt, daB sich die Ubertragungsfunktion eines solchen Tiefpas-
ses durch ein Nennerpolynom 2. Ordnung auszeichnet. Durch geeignete
Wahl der Koeffizienten lassen sich Tiefpal¥filter mit unterschiedlichen Ei-
genschaften herstellen.

Um ein aquivalentes Filter digital zu realisieren, muf3 man eine Variablen-
transformation durchftihren, die die p-Ebene auf die z-Ebene abbildet. Bei
dieser Transformation mufR} die i-Achse auf den Einheitskreis abgebildet
werden. Dies leistet die sogenannte Bilineartransformation:

2(1-2
— . 33
T(1+2) (33)
Betrachten wir wieder einen Tiefpal:
1
H(p) = . (34)
1+bip+byp
Die Bilineartransformation liefert:
1+2z+27°
Hz) =A———. 35

Diese Systemfunktion besitzt zwei Nullstellen bei z= —1 und zwei Pole, de-
ren Lage die Abschneidefrequenz, die Flankensteilheit und die maximale
Dampfung des Filters beschreiben.

Auf einfache Weise erhalten wir aus einem gegebenen Tiefpal? einen Hoch-
pal3, indem wir zmit —1 multiplizieren. Dies entspricht der Transformation
o — nfs— w, d.h. einer Spiegelung des Frequenzbereichs an der halben Ab-
tastfrequenz, und liefert in unserem Fall zwei Nullstellen bei z= 1. Andere
Transformationen, z.B. TiefpaR-BandpalR-Transformationen, sind moglich.
Auf sie wird hier nicht weiter eingegangen, sondern auf die Literatur ver-
wiesen.

Der konkrete Entwurf eines digitalen Filters sei am Beispiel eines
Butterworth-Tiefpasses 2. Ordnung gezeigt. Bei diesem Filtertyp versucht
man, den Frquenzgang im Durchlal’bereich moglichst lange konstant zu
halten. Erst ab einer Grenzfrequenz oy wird gesperrt. Dies erreicht man
durch die Ubertragungsfunktion

1

HP)= 15 (36)

mit der normierten Variablen P = :»% und der Ordnungszahl n. Flr o = oy
wird das Betragsquadrat [H(P)[? = % Fur ein Filter braucht man jedoch die

14



komplexe Ubertragungsfunktion. Bei n= 2 ist diese gegeben durch

1
 14+V2P4 P2

Die Bilineartransformation (33) verursacht eine tangensformige Frequenz-
verzerrung

H(P) (37)

2 T
= —tan(w' =

wobei o' die analoge Frequenz bezeichnet. Damit die Grenzfrequenz im
analogen und im digitalen Fall gleich ist, mufld man wie folgt korrigieren:

(38)

2 /T

= k=
® 1U_tan(co 2) (39)
mit
k= 0g~ cot(g—) (40)
92 927
Dies liefert dann die folgende modifizierte Bilineartransformation:
t.1-z2
P (g ). 41
- (w92)1+z (41)

Setzt man etwa fy =1 kHz und fs = 1/t = 10 kHz, so erhalt man das folgende
digitale Butterworth-Filter:

1+27+72
0.428 — 1.143z+ 72

H(2) = 0.06743 (42)

15



CTL4 0 0 0 0 1 1 1 1
SETTING
CTL5 0 0 1 1 0 0 1 1
CTL6
0 1 0 1 0 1 0 1
CTL1 | CTLZ |13
0 0 0 IM | 100K | 10K 1K 100 10 1 1/10
0 0 1 100K | 10K 1K 100 10 1 1/10 | 1/100
0 1 0 500K | 50K 5K 500 50 5 1/2 1/20
0 1 1 333.3K|33.3K | 3.3K | 333.3| 333 | 3.33 1/3 1/30
1 0 0 250K | 25K | 25K 250 25 2.5 1/4 1/40
1 0 1 200K | 20K 2K 200 20 2 1/5 1/50
1 1 0 166.6K|16.6 K | 1.6 K | 166.6 | 16.6 1.6 1/6 1/60
1 1 1 83.3K| 83K | 833.3 83.3 83 | 0.83 | 1/12 | 1/120

CTL1 CTL2 CTL3 CTL4 CTL5 CTL6
o o o o o o

Einstellung der Abtastfrequenz: z.B. 10kHz 001001

Abb. 9: Tabelle der Schalterstellungen fir verschiedene Sample-
Frequenzen.

Nachste zwei Seiten:
Schalterstellungen fur die Koeffizienten o, j3;.
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