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1 Einleitung

Bei dem Versuch ,, Messung der Phasen- und Gruppengeschwindigkeit mit Ultraschall® wird
die Ausbreitungsgeschwindigkeit (d.h. Gruppen- und Phasengeschwindigkeit) von Schall-
wellen in einer Wasserwanne untersucht. Insbesondere wird die Abhéngigkeit der entspre-
chenden Groflen von den Randbedingungen (z.B. die Wasserhohe in der Wanne) betrachtet.
Die Schallwelle (12,5kHz) wird durch ein Signalgenerator erzeugt und ein Mikrofon nimmt
die Signale an anderer Stellen in der Wasserrinne wieder auf. Aus dem entsprechendem auf-
genommenem Signal konnen mit den anderen Parametern Riickschliisse auf die Phasen-
und Gruppengeschwindigkeit der Schallwelle geschlossen werden.

2 Theorie

2.1 Grundlagen zu Wellen (allgemein)
Eine einfache (der Einfachheit halber eindimensionale) ebene Welle ldsst sich durch
a(z,t) = ag cos(wt — kx + @) (2.1)

beschreiben, wobei ag die Amplitude, w die Kreisfrequenz, ¢ die Phasenverschiebung, « der
Ort, k die Wellenzahl und ¢ die Zeit ist. Ihr schematischer Verlauf ist in (Abb. 1) dargestellt.
Mit wachendem ¢ wird diese Welle nach rechts ,,wandern“. Die Phasengeschwindigkeit

cos(wt-kx+q)

a(x,t)

Abbildung 1: Schematischer Verlauf einer ebenen Welle fiir einen festen Zeitpunkt ¢

¢, ist gerade die Geschwindigkeit, mit welcher sich ein Ort fester Phase wt — kz + ¢ =
const = = = $t + fp_cT‘mSt bewegt. Wiahlt ma z.B. const= 0, so ,sitzt“ man auf einem
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Wellenberg und die Phasengeschwindigkeit ist gerade die Geschwindigkeit, mit welcher
sich der Berg bewegt. Folglich gilt fiir die Phasengeschwindigkeit:

dx w

dt Phase=const k o ( )
Wir wollen hier der Einfachheithalber Wellen durch die komplexe Schreibweise darstellen.
Eine Sinuswelle ist demnach definiert durch

CZ(.ZE, t) _ Qoei(wt—kaz)
wobei g, = age’ ebenfalls komplex ist und die Information {iber die Phasenverschiebung
 enthélt.

Nun wollen wir Uberlagerungen einer Welle anschauen. Das addieren (bzw. integrieren)
verschiedener Wellen mit unterschiedlichen Wellenzahlen £ liefert uns in integraler Form:

ko+Ak/2 )
a(z,t) = / i () k) g (2.3)
ko—Ak/2

a(x,t) ist also eine Welle, dargestellt durch Uberlagerungen von ebenen Wellen mit der
komplexen Amplitudendichte a,(k) (wobei die Ohasenverschiebung natiirlich wieder ent-
halten ist). ko gibt mir die mittlere Wellenzahl an, in dessen Umgebung Ak/2 sich die
Wellenzahlen k der sich iiberlagernden Wellen befinden. Eine Uberlagerung ebener Wellen
ist schematisch in (Abb. 2) dargestellt. Der Wellenzug ist unverkennbar. Die Gruppenge-
schwindigkeit c,, ist gerade die Geschwindigkeit, mit welcher sich ein Wellenzug ausbrei-
tet. Fiir kleine Akg ldsst sich w(k) um ko entwickeln. Wir brechen nach dem linearen Term
ab. Mit w(ko) = wo und k — ko = dk ergibt sich fiir die Entwicklung w(k) = wy + %4k.
Einsetzen in (2.3) ergibt:

a(xz,t) = ei(wot_k”)/ ay(6k) exp [z (d—wt - x) 6/{} d(ok)
N dk

(. /

+Ak/2

=:aq(x,t)

ay(z,t) dndert sich nur langsam bzgl. x und ¢ im Gegensatz zu der Triderwelle eiwot—koz)

lag(x,t)| kann als Amplitude fiir die Tréagerwelle interpretiert werden. Sie bildet sozusagen
die Einhiillende unseres Wellenzuges. Die Gruppengeschwindigkeit unserer Welle kann man
sich also als diejenige Geschwindigkeit vorstellen, mit der sich die Einhiillende fortbewegt,
d.h., die Amplitude der Tragerwelle muss konstant sein. Dies ist gegeben, wenn die Phase
jeder einzelnen Welle konstant ist:

dw

@t — o = const
d [dw
= ! (@t — ac) =0
dw(k) do

dk = E = Cyr (24)
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a(x,t)

Abbildung 2: Schematische Darstellung einer Uberlagerung ebener Wellen mit unterschied-
lichen Wellenzahlen k& und Amplituden a,(k)dk

Mit (2.2) ergibt sich:
_ d(cphk)
T Tk
deh

:Cph+km

de
= con + A—di" (2.5)

Aus (2.5) ist zu erkennen, das Phasen- und Gruppengeschwindigkeit nur voneinander ver-
schieden sind, wenn Dispernsion vorliegt. Die ist der Fall, wenn ¢, und somit auch w von
der Wellenzahl k£ abhéngen.

In der Regel ist die Gruppengeschwindigkeit die physikalisch relevantere Grofle, da sie
die Ausbreitungsgeschwindigkeit von moglichen Signalen darstellt.

2.2 Akustische Wellengleichung
2.2.1 Entwicklung der Wellengleichung

In unserem Versuch werden Schallwellen in Wasser und ihre wichtigen Eigenschaften cha-
rakterisiert. Daher ist dieses Kapitel den Ausbreitungsgleichungen von Schallwellen gewid-
met. Unter Ausnutzung der bekannten Erhaltungssétze fiir Impuls, Masse und Energie wird
in diesem Unterkapitel die Wellengleichung fiir die Ausbreitung von Schallwellen in Was-
ser abgeleitet. Ihre spezielle Losung mit unseren Randbedingungen wird in den néchsten
Unterkapiteln dargestellt.



Schallwellen sind bekanntlich Longitudinalwellen. Es schwanken bei ihrer Ausbreitung
folgende Grofien:

o Druck: p(x,t) = po+ p'(x,1)
e Schnelle: v(x,t) = vo+ V' (x,t) = v(x,1)
e Dichte: p(x,t) = po + p'(x,1)

po, v und po sind die entsprechenden konstanten ungestorten GroBen (v(x,t) ist nicht mit
der Phasen- und Gruppengeschwnidigkeit zu verwechseln!). Da unsere Wasserrinne (und
somit das Wasser in ihr) ruht, muss vq = 0 gesetz werden. Es wird ebenfalls in der Herlei-
tung der Wellengleichung benutzt, dass die (durch die Wellenausbreitung) schwankenden
GroBen (SchallgroBen) klein gegeniiber deren ungestorten Grofien sind, d.h. p’ < py und
P < po. Aus den folgenden drei Gleichungen wird die Wellengleichung hergeleitet:

Kontinuitatsgleichung:
Die Kontinuitétsgleichung lautet:

p+div(pv) =0 (2.6)

Sie besagt, dass die Quelle eines Flusses von Objekten die zeitliche Anderung ihrer Dichte
ist. p beschreibt dabei die zeitl. Anderung der Dichte und div (pv) ist ein MaB fiir den Zu-
und Abfluss von Objekten aus dem betrachtetetn infinitesimalen Volumenelement d3r.
Insbesondere wird dadurch der Erhalt der Masse ausgedriickt.

Impulsgleichung:
Die Impulsdichte ist gegeben durch pv =

[Impuls]
[Volumen)]-zeit *
einer Kraft auf das Volumenelement dndern (3. Summand in (2.7)) und dadurch, dass die

Grenzen unseres Raumelementes durchstromt werden und somit Masse (hier: Wassermo-
lekiile) mit entsprechendem Impuls hinzukommen oder wegflieBen kénnen (2. Summand in
(2.7)). Es gilt somit die Impulsgleichung (I ist der Impulsdichteoperator, wird hier aber
nicht niher betrachtet, da er durch das spitere linearisieren eh keinen Beitrag zur Wellen-
gleichung leisten wird):

Diese kann sich durch das Ausiiben

(pv) +divI+ gradp =0 (2.7)

Energiegleichung:
Die Energiegleichung ist sehr kompizierter Natur. Deshalb wollen wir unser Wasser als ein
ideales Gas annidhren, was bei unseren Bedingungen auch gut erfiillt ist, wenn wir in (2.9)
den Drucknullpunkt bei 3000atm setzen und ein x ~ 7 wihlen. Fiir ein ideales gas gilt die
Adiabatengleichung:

pV* = const
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Desweiteren gilt p = % und p(pg) = po. Umformen und einsetzen ergibt die Abhéngigkeit
des Druckes p(x,t) von der Dichte p(x,t):

pV" = const
const .
=p=—-" (2.8)
m
Dividieren von (2.8) durch py = %ftpo/@k liefert:
p(p) =po- = (2.9)
Po

Aus (2.6), (2.7) und (2.9) wollen wir jetzt die Wellengleichung ableiten. Nach Vorraus-
setzung sind die Schallgréfien sehr klein gegeniiber den ungestorten Groflen. Wir wollen
nun diese drei Gleichungen linearisieren, d.h, wir kénnen alle Glieder, in denen Produk-
te von Schallgroflen auftauchen, gegeniiber den Gliedern, wo die Schallgréfen nur einfach
auftauchen, vernachléssigen. Es ergibt sich fiir die drei Gleichungen:

Kontinuitdtsgleichung:

p+div(pv) =0
= po+ p +div(pov + p'v') =0
= p +podivv' =0 (2.10)
Impulsgleichung:

In der Impulsgleichung (2.7) hiingt I nur von Produkten von Schallgréfien ab und kann
somit vernachléssigt werden:

(pv) +divI+ gradp =0
pv +vp+ gradp =0
o'V +v(po+p) + gradp’ + gradpy =0

pov + gradp’ =0 (2.11)
Energiegleichung:
Da p’ sehr klein ist, entwickeln wir (2.9) um 0:
p(p) = po- —
Po
(po +p)"
= plpl) = po - LI
Po
Taylor
= 8 + el 4+ O)
0
Dok
ép@5:pm+ﬂ:pm+ﬁtd
Pok
= p(p) =) (2.12)
Po



Wir nennen ¢? := ’% (spéter sehen wir, dass es sich bei ¢ um die Schallgeschwindigkeit
handelt). In (2.10) eingesetzt liefert:

P+ poc® divv =0 (2.13)

An dieser Stelle wollen wir das Geschwindigkeitspotential 1 definieren:

v(x,t) = —grad¥(x,t) (2.14)
(2.14) in (2.13) eingesetzt liefert:
P oan
L _PAyp=0 (2.15)
Po

(2.14) in (2.11) eingesetzt und differenzieren nach der Zeit im 2. Schrit ergibt:

pograd ¢ = gradp’

pogradi) = grad p/
pot = p' (2.16)
pot = p/ (2.17)

Beim integrieren im letzten Schritt wird die Integrationskonstante Null gesetzt. Wir set-
zen (2.17) in (2.15) ein und erhalten die Wellengleichung, welche die Schallausbreitung in
unserer Wasserrinne beschreibt:

EAp—1) =0 (2.18)

(Hier wird klar, warum wir ¢ als Ausbreitungsgeschwindigkeit indiziert haben.) Lost man
die Wellengleichung und setzt das gewonnene 9 (x,t) in (2.16) oder (2.14) ein, erhélt man
die Schallgréfe p'(x,t) oder v(x,1t).

2.2.2 Randbedingungen

Mit (2.16) erhdlt man aus der Wellengleichung Z := poc = p/v. Z nennt man Wellenwi-
derstand.

Trifft eine Welle aus Medium 1 (der Einfachheit senkrecht) auf eine Grenzfliche, wird
ein Teil reflektiert und ein anderer geht durch und breitet sich in Medium 2 weiter aus. Wie
grof} die Anteile sind und welche Phasenbeziehung zwischen der einfallenden und den reflek-
tierten Wellen besteht, hingt von den beiden Wellenwidersténden Z; und Z; ab. Die aus
Medium 1 auf die Grenzfléche zulaufende Wellen haben den Wellenwiderstand Z; = p’, /v’
die Reflektierte Z; = p’ /v’ . Das Verhéltnis p_/p, =: r nennt man Reflexionsfaktor. Fiir
diesen gilt:

 Iy— Iy Zy)Zi—1
" v 2 Za)Zi 1

Wenn |r| ~ 1 so wird nahezu die komplette Welle an der Grenzfliche reflektiert. Ist al-
lerdings r ~= 0, so geht die Welle ohne Reflektion an der Grenzfliche von Medium 1

(2.19)
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in Medium 2 {iber. Man sagt auch, dass Medium 2 an das Medium 1 angepasst ist. Bei
Zy/7Z; < 1 erhélt man Reflektion mit Phasensprung und spricht von einer schallweichen
Grenzflache (der Schalldruck verschwindet an der Grenzfliche). Ist umgekehrt Z5/7; > 1,
so erhélt man Reflektion ohne Phasensprung und spricht von einer schallharten Grenzflache
(die wandnormale Schallschnelle verschwindet).

Diese einfache Betrachtungsweise gillt allerdings nur fiir senkrecht einfallende Wellen.
Andert sich der Einfallswinkel, so wird die Berechnung deutlich komplizierter, da aufgrund
von Brechung das Verhéltnis der Schallgeschwindigkeiten mit eingeht.

2.2.3 Losung der Wellengleichung fiir eine schallweich begrenzte Wasserrinne

Alle Seiten unserer Wasserrinne sind schallweich begrenzt (der Ubergang Wasser-Luft wird
ebengfalls als schallweich angenommen). Unsere Koordinatenachsen haben wir entspre-
chend (Abb. 3) gewihlt. Die Wasserrinne sei in z-Richtung deutlich gréfier ausgedehnt als

7

”
’: Wazseroberfiche :j
Z 7
] ]

7
ﬁ
¥ Z
A
/ B=tacm

Abbildung 3: Wasserrinne im Querschnitt mit Koordinatensystem

in y oder z-Richtung. Da es sich um schallweiche Wénde handelt, verschwindet an den
Wiénder der Schalldruck. Das Geschwindigkeitspotential muss am Rand also konstant sein.
Die Menge R beinhaltet alle Ortsvektoren x = (z,y, z), welche auf den Rand zeigen, also
R={y=0Vy=BVz=0Vz=H}:

77[)(X7 t)|x€R =0
= (X, 1)|xer = ¢o(x) =0 (2.20)
O.B.d.A setzen wir ¢o(x) = 0. (2.20) und die in (Abb. 3) angedeutete Geometrie der

Wasserrinne (Wéande alle eben und orthogonal zueinander) legen uns als Losungsansatz
den Separationsansatz nahe:

U(x,t) = X(2)X(y)Z(2)T(t) (2.21)

9



In (2.18) eingesetzt erhalten wir (die Indizes z,y, z,t bedeuten, das die Funktion nach
diesen Variablen der Anzahl entsprechend oft abgeleitet wird):

1
XeaYZT + XYy ZT + XY Z,, T = S XY ZTy
&

X Vi, e Tu
X Y z AT

Die rechte Seite dieser Gleichung héngt nur von ¢, die linke nur von z,y, z ab. Also miissen

beide Seiten gleich einer Konstanten (wir nennen sie —kZ) sein:

XJ?J? Y;/y Zzz _ Ttt

X Y TT Tar

Mit gleicher Begriindung miissen die ortsanhéngigen Summanden fiir sich ebenfalls kon-
stant sein:

—kg =

X Y, Z
—k? .= — k2= — k% ===
v X Y Y z Z
2 _ 1.2 2 2
= ky = ki +k, + k] (2.22)

Losen der homogene DGLen mit dem Exponentialansatz liefert:

X(z) = Xoe "

Y (y) = Yie 4 Yoe vy (2.23)
Z(x) = Z1e™* 4 Zye =+
T(t) = Tpe™ = Tye (2.24)

Nur der Term mit positiven Exponenten macht in 7'(¢) physikkalischen Sinn. Wir gehen als
zusétzliche Randbedingung davon aus, dass sich unsere Welle nur in positiver x-Richtung
ausbreitet, daher betrachten wir auch hier nur eine Losung fiir X (z). Wir wéhlen die mit
negativem Exponenten, da nur diese in der allgemeinen Losung der Wellengleichung die
Wellenausbreitung beschreibt.

Aus den Randbedingungen (2.20) ist zu erkennen, dass Y (0) = 0,Y(B) =0,Z(0) =0
und Z(H) = 0 gelten muss. Einsetzen von Y (0) = 0 in (2.23) liefert Y} = —Y:

= Y(y) =Y, (e™¥ — e7™¥) = 2iY; - sin(kyy) = Yo sin(k,y)
Aus der zweiten Randbedingung Y (B) = 0 ergibt sich:

Yy sin(k,B) = 0= k,B = nm; neN
nm

= kyn = 5 (2.25)
Analog findet man (mit den Randbed. Z(0) =0 und Z(H) = 0):
Z(z) = Zysin(k,z)
= oy = %; m e N (2.26)
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Setzen wir k, und k, in (2.22) ein, erhalten wir fiir k,:

o= 1= () + (5)) == (2

wy = cmy/n?/B%+m2/H? ist dabei die Grenzfrequenz. Fiir (w,/w)? < 1 ist kg nm reell,
sonst imagindr. Wenn k; ,,,, imaginér ist, breitet sich in z-Richtung keine Welle aus. Die
Amplitude nimmt dann exponentiell ab. Fiir n = m = 1 und einer Breite der Wasserrinne
von B = 13cm lésst sich somit ausrechnen, dass ab einer Wasserhéhe von H ~ 7cm £, 0,
imagindr wird. D.h., unterhalb von 7cm Wasserhéhe kann sich die (1,1) Mode nicht in

x-Richtung ausbreiten. Diese Teillosungen in (2.21) eingestzt ergeben sich die Wellenglei-
chung (Y = ToXoYoZp):

Y (X, 1) = g sin(kyy) sin(k, z)e @ =) (2.27)

Die durch v, (x,t) beschriebene Losung héngt von n, m ab, wir sprechen auch von einer
(n,m) Mode. Es breiten sich natiirlich alle denkbaren Moden aus, weshalb es nicht unbe-
dingt sofort moglich ist, eine bestimmte Mode zu erkennen. Oben wurde gezeigt, dass sich
die (1,1) Mode nur fiir H > 7cm ausbreiten kann. Bei den néchst hoheren Moden liegt
diese kritische Mindesthohe iiber 13cm. Wir betrachten die (zeitunabhéngige) Verteilung
des Schalldruckes p/(x, ) in der y, z-Ebene fiir die (1,1) und (2,1) Mode (Abb. 4 und 5).
Nach (2.16) ist:

p" o< sin(kyy) sin(k,z)
Man erkennt, dass bei der (1,1) Mode in der Mitte der Wasserrinne der Schalldruck ma-

ximal ist. Deshalb werden wir unsere Messungen in der Mitte der Wasserrinne bei einer
Hohe von 7 bis 13cm durchfiihren.

Schallgeschwindigkeit im Wasser:
Die Schallgeschwindigkeit ergibt sich aus (2.24) und (2.22) zu:

Die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit in x-Richtung sind wie in (2.2) und (2.4) defi-
niert:

w  cko
T R
dw ck,

Corxz = d_kx k_o
Ein Vergleich beider Gleichungen liefert fiir die Schallgeschwindigkeit:
¢ =y (2.28)
Wichtig ist insbesondere die Tatsache, dass die Schallgeschwindigkeit ¢ nicht fiir alle (n, m)

Moden gleich ist, da (2.28) nicht von n, m abhéngt. Unsere Messung in der (1,1) Mode reicht
also vollig aus.
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Abbildung 4: Schalldruck p’ der (1,1) Mode in y, z-Ebene im Kontur- und 3D-Plot
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Abbildung 5: Schalldruck p’ der (2,1) Mode in y, z-Ebene im Kontur- und 3D-Plot
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3 Auswertung

Wir wollen jetzt aus den Messdaten die Phasengeschwindigkeit c,;,, Gruppengeschwindig-
keit ¢4 und draus die Schallgeschwindigkeit ¢ bestimmen. ¢ steht fiir die Ausbreitungsge-
schwindigkeit des Schalls in einer unendlich ausgedehnten Wasserwanne (wo es i.B. keine
Randbedingungen gibt).

3.1 Phasengeschwindigkeit

Der Signalgenerator erzeugt in der Wasserrinne eine Schallwelle mit f = 12, 5kHz. Diese
wird am Reflektor reflektiert. Der Abstand zwischen dem Signalgenerator und dem Reflek-
tor wurde so eingestellt, dass sich die abgestrahlte und reflektierte Welle optimal {iberlagert
haben. Die Position maximaler und minimaler Auslenkung konnten durch verschieben des
Mikrophons auf dem Oszilloskop abgelesen werden. Gemessen haben wir fiir Wasserhchen
von 7cm bis 13cm in 0,5cm Schritten (Aus den in der Theorie genannten griinden ist
hier nur die (1,1) Mode ausbreitungsfihig). Bei jeder Wasserhthe konnte so der Abstand
zwischen 3 und 5 Knotenpunkten (entspricht 1 oder 2 Wellenléangen der Schallwelle) mit
entsprechendem Fehler bestimmt werden. Die Phasengeschwnidigkeit ist gerade definiert

durch:

con(h) = [+ A(h)
(Fehler fiir A ist immer mit ¢, = £1mm angenommen; Fehler 0., = f - 05) Dabei hingt
die ¢,p(h) und die Wellenldnge A(h) natiirlich von der Wasserhohe in der Wasserrinne ab.

3.2 Gruppengeschwindigkeit

Zu Bestimmung der Gruppengeschwindigkeit wurde vom Signalgenerator im 50Hz Takt ein
Impuls (entspricht einer Wellengruppe) mit einer Tragerfrequenz von 12,5kHz ausgesendet.
Das Mikrophon war kurz vor dem Generator in der Wasserrinne platziert. Der Abstand
s(h) vom Reflektor zum Impulsgenerator wurde so eingestellt, dass ein Impuls genau 10 mal
am Reflektor reflektiert wurde, bevor ein Neuer ausgesendet wurde. Durch Feinjustage von
s(h) wurde erreicht, dass alle 2ms ein reflektierter Impuls am Mikrofon detektiert wurde.
D.h., auf dem Oszilloskop wurden 10 Wellenberge gleichzeitig angezeigt. Daraus folgt, dass
ein 9-fach reflektierter Impuls genau 10 mal die Wasserrinne (hin und zuriick) durchlaufen
hat. Dafiir brauchte er 20ms. Es ergibt sich fiir die Gruppengeschwindigkeit:

~20-s(h)
T T o0ms (3.1)
_ 1000 - s(h) (3.2)

S

3.3 Ergebnisse

Fiir verschiedene Wasserhohen h haben wir die entsprechende Phasen- und Gruppenge-
schwindigkeit c,,(h) und ¢, (h) bestimmt. Die allgemeine Schallgeschwindigkeit ist nach
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(2.28):
¢ = \/Cqr * Cph

2 2 Cgro? CphOZ,, ,
(Fehler: o, = \/(%) or .+ (%) oz, = \/ g4cp:h + pzcgf ). Trégt man c,p, cg und
¢ gegen die Wasserhohe h auf, ergibt sich (Abb. 6). Man erkennt sehr gut, dass ¢ fiir alle

5000

| -
4500 ) Cph
4000 - . C

1 - ar
3500 C

- - - O

v

£ 3000

o™~ 2500 - .

(=]

Q " -

&2 2000 - e . L
1500 ——5*—* 44—+ 4+ 4+ 4+ 4+ 4 4 4+
1000 A JEEPUEREE S

500 - -
| ! | ! | ! | ! | ! | ! | ! | !
0,07 0,08 0,09 0,10 011 0,12 0,13 0,14

Wasserhohe h [m]

Abbildung 6: ¢,y ,cgr und c iiber der Wasserhohe h

Wasserhohen h konstant ist. Es ergibt sich durch lineare Regression:
¢ = (1489 + 7)?

Dieser Wert gilt bei einer Wassertemperatur zwischen 19°C und 19,4°C.

4 Diskussion

Der Versuch lief3 sich reibungslos durchfiithren. Die Messwerte lieen sich ebenfalls sauber
bestimmen, was sich in den kleinen Fehlerbalken in (Abb. 6) wiederspiegelt. Wir haben die
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Schallgeschwindigkeit mit ¢ = (1489 + 7)% bestimmt. Der Literaturwert ist co;; = 14847
(Wikipedia) fiir eine Temperatur von 20°C. Es handelt sich also um eine Abweichung von
0,3%. Der Literaturwert liegt in unserem &uflerst kleinen Fehlerbereich. Im Grofien und

Ganzen ist das ein sehr zufriedenstellendes Ergebnis.
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