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1 Theorie

1.1 Translation und Rotation

Bei Bewegungen von Korpern unterscheidet man zwischen Translation und Rotation. Unter Translation féllt
jede Bewegung, bei der alle einzelnen Punkte des Korpers parallele Bahnen beschreiben. Bei der Rotation
hingegen bewegen sich die Punkte auf verschiedenen Kreisbahnen, die jedoch alle denselben Mittelpunkt bzw.
dieselbe Drehachse besitzten. Beide Arten sind unabhéngig voneinander und kénnen auch gleichzeitig auftreten.

Das Produkt aus Geschwindigkeit ¢ einer Translationsbewegung und Masse m des Korpers nennt man Impuls
P, seine Ableitung nach der Zeit ist die Kraft F*:

Fem-5,  p=imD_F

Analog dazu exisitiert bei Rotationsbewegungen der Drehimpuls L und das Drehmoment T:

=

L=m#x i, L=FxF=T

Im weiteren Verlauf werden noch weitere Parallelen angesprochen. Soll die folgende Tabelle einen kleinen
Uberblick schaffen:



Translation Rotation

Weg T Winkel ®
Geschwindigkeit T=0 Winkelgeschwindigkeit w = ¢
Beschleunigung r=v=a Winkelbeschleunigung w = ¢
Trige Masse m Tragheitsmoment 1
Kinetische Energie  Ej;y, = 3muv? Rotationsenergie Erop = £10?

1.2 Das Triagheitsmoment

Das Trégheitsmoment I bei Roationsbewegungen ist das Analogon zur trigen Masse bei Translationsbewegun-
gen. Wéhrend ein Korper jedoch nur eine einzige trage Masse besitzt, die bei jeder beliebigen Translationsbe-
wegung den selben Wert besitzt, hdingt I von dem Ort der Drehachse ab.

Die einzelnen Masseteile des Korpers mit grofserer Entferung zur Drehachse wirken sich starker auf den Gesamt-
betrag von [ aus, als welche mit kleinerem Abstand, wie aus der Definition des Tragheitsmoments hervorgeht:

I=5 Amr?

(Am;: Masse eines einzelnen Massenpunktes,
r;: sein (orthogonaler) Abstand zur Drehachse)

Anschaulich wird die Bedeutung des Tréheitsmoments bei Rotationsbewegungen. Analog zur kinetischen En-
ergie bei der Translation besitzt jeder sich drehende Korper eine Rotationsenergie, die sich aus den kinetischen
Energien der einzelnen Massepunkte zusammensetzt:

1 215 2
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Das Trigheitsmoment ist also das Volumenintegral der Dichte multipliziert mit dem Quadrat der Entfernung
des infinitesimal kleinen Volumens von der Drehachse.

1.3 Steinerscher Satz

Obwohl ein Korper beliebig viele Trigheitsmomente besitzt, sind einige besonders charakteristisch, ndmlich die,
die sich auf eine der Haupttragheitsachsen beziehen. Eine Haupttrigheitsachse, hat die Eigenschaften, dass sie
erstens durch den Schwerpunkt des Korpers geht und zweitens sich dieser um sie ohne dufleren Krafteinfluss
drehen kann.

Ist das Triagheitsmoment in Bezug auf eine solche Achse bekannt, ldsst sich mit Hilfe des Steinerschen Satzes
auch das Triagheitsmoment um eine beliebige dazu parallele Achse berechnen.

Bei der Betrachtung der Grafik erkennt man, dass sich jeder Vektor 75, der orthogonal von der Haupttrigheit-
sachse S ausgeht, auch durch 7; — d ausgedriicken ldsst. d ist dabei der Verbindungsvektor zwischen der
urspriinglichen und der verschobenen Achse S’. Es folgt:

Isr =5 mr}? :Zmi(ﬁ»—d}Q :Emi(rf—?cf-ﬁ—i—dQ) :Zmirf—QJ-Zmiﬂ—i—dzZmi

Die mittlere Summe ergibt null, da alle 7; vom Schwerpunkt ausgehen und somit jedes m;7; auch ein negatives
Gegenstiick besitzt. Somit folgt:

Isr = Y mir} + mges - d* = Is + mges - d°
K3



Figure 1: Steinerscher Satz

1.4 Tragheitsmomente verschiedener Korper

Im Folgenden werden die Formeln fiir die Trigheitsmomente verschiedener Korper hergeleitet.

1.4.1 Trigheitsmoment eines Wiirfels
Fiir einen Wiirfel mit homogener Masseverteilung und der Seitenldnge a sowie der Masse m betrachten wir

zunichsten den Fall, bei dem die Drehachse durch den Schwerpunkt und die Flachenmitten, also parallel zu den
Seiten verlduft. Dann ergibt sich fiir das Trigheitsmoment:
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Da bei einem Wiirfel die Haupttragheitsachsen gleich groft sind, ist das Trigheitsmoment bei allen anderen
moglichen Achsen durch den Schwerpunkt ebenfalls gleich grof. Das Tragheitsellipsoid (siehe weiter unten) ist
bei einem Wiirfel deshalb eine Kugel.

1.4.2 Trigheitsmoment eines Stabs

Bei einem Stab nehmen wir an, dass dieser keine "Dicke", also kein Volumen besitzt. In dem Fall sprechen wir
von einer "Langendichte":



Ein Stab mit der Linge s hat dann bei einer zu ihm selbst orthogonalen Drehachse durch seinen Mittelpunkt
ein Tragheitsmoment, dass sich wie folgt errechnet:

s s

7 7 373
I = p/ridV:p/ﬁdx:p[g]

3 1 5
= —_— - 1
p<12> T3ms (10)

Mit Hilfe des Steinerschen Satzes konnen nun auch die Trégheitsmomente um Achsen berechnet werden, die
nicht durch den Mittelpunkt des Stabes verlaufen, sondern durch einen Punkt mit der Entfernung d:

2
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I' = IT+md*= Emzs2 +md*=m (1252 —|—d2> (11)

1.4.3 Trigheitsmoment eines Zylinders und einer Scheibe

Fiir die Berechnung des Trégheitsmoments eines Zylinders eignen sich Zylinderkoordinaten besser als kathesische
Koordinaten. Hat der Vollzylinder die Hoéhe h und den Radius R, dann ist seine Dichte:

J— m
P = ZhR®

Mit dV = rdp dr dz gilt dann fiir sein Trégheitsmoment um seine Symmetrieachse:
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Daran, dass hier im letzten Schritt das h herausféllt, erkennt man, dass das Trigheitsmoment eines Zylinders
nicht von seiner Hohe abhéingt. Betrachtet man eine Scheibe als Zylinder mit der Hohe h = 0, so wird klar,
dass sich ihr Drehmoment aus derselben Formel ergibt.

Handelt es sich um einen Hohlzylinder mit den Innen- bzw. Aufenradien R; bzw. R, so ergibt sich fiir seine
Dichte:

— m — m
P = ZhRZ—7hRZ ~ 7h(R:—R?)

Die Herleitung des Tragheitsmoments unterscheidet sich zudem darin, dass von R; nach R, integriert wird:

I = [.] =2nph- [’ﬂi = 2h - Fh(}zé”_ b iz - b (15)
- %m(R?L _55)_(}?; R _ %m(Ri + R?) (16)
1.4.4 Triagheitsmoment einer Kugel
Fiir die Dichte einer Kugel gilt:
P= i



Die Integration durch das Kugelvolumen gestaltet sich bei der Verwendung von Kugelkoordinaten am einfach-
sten. Dann gilt dV = r?sin¢ dy d¥ dr und es ergibt sich fiir das Trigheitsmoment um eine Drehachse durch
den Mittelpunkt:
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1.4.5 Trigheitsmoment eines Hantelkorpers

Ein Hantelkdrper besteht aus zwei Massen, die durch einen Stab in dem Abstand a miteinander verbunden
sind. Das Tragheitsmoment dieses Korpers ist somit die Summe der Momente seiner Einzelteile, wobei wir die
Massen an den Enden vereinfacht als Punktmassen betrachten, da ihre Ausdehnung im Verhiltnis zur ihrem
Abstand gering ist.

1
I = Istab + 2 IPunktmasse = ﬁ mstab a? + 2 Mpunktmasse a? (21)

Ist die Masse des Stabs im Verhéltnis zu denen der Punktmassen gering, so wird das Drehmoment mafigeblich
durch die letzteren bestimmt:

I = 2 Mpunktmasse a2 (22)

1.5 Tragheitsellipsoid

Eine Vorstellung der verschiedenen Trigheitsachsen bekommt man mit dem Trigheitsellipsoiden eines Korpers.
Legt man durch den Schwerpunkt des Korpers beliebige Achsen A; und trégt nach beiden Seiten %, also
A,

den Kehrwert der Wurzel aus dem Tragheitsmoment an der betreffenden Achse auf, so bilden die Enden dieser
sdmtlichen Strecken die Oberflache eines dreidimensionalen Gebildes, ndmlich das Tragheitsellipsoid.

Die Achse, an der das Ellipsoid die kleinste Ausdehnung besitzt, entspricht der Achse des grofiten Triagheitsmo-
ments des Korpers, umgekehrt deutet die grofste Ausdehnung des Ellipsoids auf die geringste Tragheitsachse
hin. Bei symmetrischen Korpern wie beispielsweise einer homogenen Kugel besitzen alle Achsen dieselbe Aus-
dehnung, im Allgemeinen stehenen jedoch die Achsen des maximalen und des minimalen Tragheitsmoments
senkrecht aufeinander. Sie und die dritte orthogonale Achse nennt man die Haupttrigheitsachsen eines Kor-
pers.

1.6 Drehschwingungen

Bei harmonischen Schwingungen ist die Riickstellkraft F' der Auslenkung s proportional:
F=-D-s (23)

Den Faktor D nennt man die Federkonstante. Bei Drehschwingungen existiert ein dhnliches Gesetz zwischen
dem Drehmoment 7" an der Achse und dem Auslenkwinkel ¢:

T=-k-p (24)



k ist die Winkelrichtgrofle. D und k sind abhingig vom Material und Form der verwendeten Feder.

Die Bewegungsgleichungen fiir Translations- und Drehschwingungen mit der Winkelgeschwindigkeit w sind eben-
falls sehr dhnlich:

S(t) = 50" Sin(wtrans : t), Wirans = \/g
QD(t) =p- Sin(wd'r‘eh . t), Wdreh = \/?

Sind bei einer Drehschwingung die Schwingungsdauer T' = 27“ und die Winkelrichtgrofse k£ bekannt, so ergibt

sich demnach fiir das Tragheitsmoment I des schwingenden Ko6rpers:

r=E L (25)
Wie in 2.1 beschrieben ergibt sich der Drehimpuls aus:
L=mixi& (26)
Fiir die einzelnen Massepunkte ldsst sich dafiir auch schreiben:
L= i x 7 (27)
i
Wegen & = v = wr folgt:
L=> m x (wx ) (28)

Fiir den Betrag des Drehimpulses vereinfacht sich das Kreuzprodukt zur normalen Multiplikation der Betrige
der Vektoren, da diese wegen der Drehimpulserhaltung alle senkrecht aufeinander stehen:

L:Zmix?w:ﬂu (29)
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1.7 Physikalisches Pendel

Als mathematisches Pendel bezeichnet man die Idealisierung eines Pendels, bei der ein Massepunkt der Masse
m an einem masselosen Faden der Liange [ aufgehingt ist. Seine Bewegung ldsst sich mit der folgenden Differ-
entialgleichung beschreiben (¢ sei der Winkel, den der Faden mit dem Lot bildet):

m-l-¢ = —m-g-sinp (30)

. g
g o~ = (31)

Die Naherung sin ¢ ~ ¢ gilt fiir kleine Auslenkungen. Fiir die so vereinfachte Bewegungsgleichung erhilt man
zwei Losungen, von der hier nur die eine angegeben wird:

et) = wmaz~sin< ?t) (32)

(Die zweite Losung ist identisch, nur dass anstatt der Sinus- die Cosinus-Funktion verwendet wird.) Aus der
Gleichung l&sst sich die Winkelgeschwindigkeit der Schwingung und damit die Periodendauer Tp ablesen:

2
Tp = 77:27r\/7 (33)
w g



Beim physikalischen Pendel handelt es sich hingegen um eine Vielzahl von Massepunkten, die auferhalb des
gemeinsamen Schwerpunktes aufgehéngt sind.

Hat dieser Aufgingepunkt vom Schwerpunkt eine Entfernung von s, so wirkt an ihm ein Drehmoment 7™
T(p) = —sxF=—mgs-sinp (34)
R —mgs- e (35)

Das negative Vorzeichen soll verdeutlichen, dass das Drehmoment der Auslenkung entgegenwirkt.
Mit T = Iw = I ergibt sich die folgende Bewegungsgleichung:

Iy = —mgs-p (36)
; mgs
v = T ¥ (37)

Vergleicht man dies mit der Gleichung fiir das mathematische Pendel, erkennt man, dass sich das physikalische

als mathematisches Pendel mit der Fadenlinge [ = i ansehen lasst. Fiir die Periodendauer Tp ergibt sich

dann:
I
Tp = 2my/—— (38)
mgs

Von der Periodendauer eines schwingenden Pendels lasst sich umgekehrt auf sein Tragheitsmoment I um die
Achse durch den Authdngepunkt schliefen:
mgs - T%

Wird die Pendelbewegung erst durch ein Zusatzgewicht mz moglich, da die Drehachse des Kérpers im Normalfall
durch den Schwerpunkt geht (sieche Durchfithrung), so muss das Trigheitsmoment I, subtrahiert werden, um
das eigentliche Moment I des Korpers zu errechnen. Das Zusatzgewicht wird hier als Punktmasse im Abstand
a von der Drehachse entfernt angesehen.

mgs - T3 5

IK = I—IZ: 471_2 —mz-a (40)

2 Durchfiihrung

2.1 Teil A

Als erstes miissen die Daten der einzelnen Korper festgehalten werden. Hierbei geht es um alle Grofen, die
als Korpereigenschaften in die Auswertung eingehen, zu ihnen zihlen der Radius der Kugel, des Zylinders und
der Scheibe, innerer und duferer Teil des Hohlzylinders, Abstand der Hantelkérper, Kantenlidnge des Wiirfels,
Lange des Stabes sowie Abstand der Drehachse vom Schwerpunkt. Zusétzlich miissen alle Kérper gewogen
werden, da auch das Einfluss auf die Trigheitsmomente der Kérper hat.

Fiir die Bestimmung der Winkelrichtgréfie muss der Halter so eingespannt werden, dass die Drillachse horizontal
liegt. Anschliefend werden unterschiedliche Gewichte angehingt und man misst die Grofe des Winkelausschlags
in Abhéangigkeit der verschiedenen, angreifenden Drehmomente. Dies geschieht in beide Richtungen, wobei bei
beiden darauf zu achten isst, dass die Spiralfeder wahrend der Schwingung das Gestell nicht beriihrt, dies ver-
falscht die Schwingungsdauer.

Als néchstes wird die Drillachse in vertikale Lage gestellt und mit den unterschiedlichen Versuchskorpern
bestiickt. Jedes einzelne wird in Schwingung gebracht und die vom Trégheitsmoment abhingige Schwingungs-
dauer wird fiir 10 bis 20 Schwingungen gemessen. Bei Versuchskérpern, die sich auf mehrere Arten einspannen
lassen (zum Beispiel ldsst sich der Wiirfel auch auf der Kante einspannen) miissen alle Einstellungen in den
Versuch mit eingehen. Auch hier ist auf die Spiralfeder zu achten.

Bei dem Tischchen wird die Schwingungsdauer fiir verschiedene, um bekannte Winkel gegeneinander verdrehte
Rotationsachsen gemessen (15°-Schritte).



2.2 Teil B

Die zur Verfiigung stehenden Massen von 0,1, 0,2, 0,5 und 1kg werden nacheinander an den am Rad befestigten
Bindfaden angehingt, um das Rad in eine beschleunigte Drehbewegung zu versetzen. Das Registrierpapier
wird um das Rad gespannt, damit der Markengeber im zeitlichen Abstand von 0,1s Marken auf dem Papier
aufzeichnen kann. Jeweils vorm Start der Drehbewegung muss darauf geachtet werden, dass die Marken gut
sichtbar vom Markengeber auf das Papier aufgetragen werden. Pro Gewicht darf nur ein Umlauf des Rades
gemessen werden, nach jedem Durchlauf und vor einer neuen Masse, wird der Markengeber zur Seite verschoben,
so dass die Drehbewegungen aller Massen, nebeneinander auf dem Papier aufgetragen werden.

Anschliefsend muss auch das Trigheitsmoment des Rades experimentell bestimmt werden, hierzu wird das Rad
durch Befestigung eines Gewichts am Rand einer Speiche als physikalisches Pendel ausgebildet. Das Rad wird
ausgelenkt und die Schwingungsdauer fiir 10 Schwingungen (einer kleinen Amplitude) wird mehrmals gemessen
und notiert. Diese Messungen werden auch an der diametral gegeniiberliegenden Seite wiederholt. Fiir die
Berechnung sind auch die Daten des Rades, also der Radius der Felge, des Zusatzgewichtes sowie des Rads fiir
den Bindfaden festzuhalten.

3 Auswertung

3.1 Winkelrichtgrofe der Spiralfeder (Teil A, 1.)

Zur Ermittlung der Winkelrichtgrofe werden die gemessenen Winkel der Drehscheibe in Abhéngigkeit vom
anliegenden Drehmoment aufgetragen. Das Drehmoment ergibt sich aus 7" = r x F'. Da die Kraft tangential zur
Drehscheibe angreift, vereinfacht sich die Formel zu T = r - F'. Mit dem gemessenen Radius r der Drehscheibe
von 8,15cm (£ 0,5cm) ergibt sich folgende Tabelle fiir die Auslenkung zur linken Seite:

Masse in g Drehmoment in Nm Winkel in Grad Winkel im BM

10 0,00799515 (4 9,81 1075) 21 (£ 2) 0,366519143 (£ 0,0349)
15 0,011992725 (4 14,72 107°) 33 (£ 2) 0,575958653 (£ 0,0349)
20 0,0159903 (+ 19,62 1079) 44 (+ 2) 0,767944871 (£ 0,0349)
50 0,03997575 (4 49,05 107°) 120 (£ 2) 2,094395102 (£ 0,0349)

Und fiir die rechte Seite:

Masse in g Drehmoment in Nm Winkel in Grad Winkel im BM

10 0,00799515 (4 9,81 1075) 24 (£ 2) 0,41887902 (+ 0,0349)
15 0,011992725 (£ 14,72 107°) 37 (£ 2) 0,645771823 (+ 0,0349)
20 0,0159903 (+ 19,62 1075) 50 (£ 2) 0,872664626 (+ 0,0349)
50 0,03997575 (4 49,05 107°) 140 (& 2) 2,443460953 (+ 0,0349)

Die Steigung der optimalen Geraden durch die Messpunkte (x-Achse: Drehmoment, y-Achse: gemessener
Winkel) gibt Aufschluss iiber die Winkelrichtgrofe &k der Spiralfeder, denn es gilt: k& = —% Die Winkel-
richtgrofe entspricht also dem Kehrwert der Steigung der Regressionsgeraden. Die Fehlerangabe wird mittels
Fehlerfortpflanzung umgerechnet. Es ergibt sich:

Kiinks = 0,01948(43) Nm/rad
Erecnts = 0,01680(48) Nm /rad.

Dies ist zwar unser Endergebis, zur Kontrolle haben wir die Auswertung noch einmal, jedoch diesmal
mit Hilfe des gewichteten Mittelwertes, durchgefiihrt.
Die Winkelrichtgrofse zur i-ten Messung erhélt man mit der Formel:

k_ — ’I"'Fi
v pi °

Da die Grofen r und ¢; auf Grund der Messung zwangslaufig fehlerbehaftet sind, wird der gesamte Fehler der
Winkelrichtgrofe k; folgendermafien abgeschétzt:
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Figure 2: Resultierender Winkel ¢ in Abhéngigkeit vom Drehmoment 7', Auslenkung nach links
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Figure 3: Resultierender Winkel ¢ in Abhingigkeit vom Drehmoment 7', Auslenkung nach rechts



ki = ki(r, 1) = Ak = \/(%’jf )2+ (Ar)2 + (Zhi)2 . (Ag;)?

i

Folgende Tabelle zeigt die aus den einzelnen Messungen resultierenden Winkelrichtgrofien mit der dazugehdrigen
Fehlerabschitzung (r=8,15cm (+ 0,5cm) wie oben bereits angegeben):

Auslenkung nach links:

Masse in g Winkel im BM Winkelrichtgréfie in Nm/rad
10 0,366519143 (4 0,0349) 0,021813731 (4 20,9428 10~4)

15 0,575958653 (£ 0,0349)  0,020822198 (+ 12,87321 10~%)
20 0,767944871 (£ 0,0349)  0,020822198 (£ 9,80168 10~*)
50 2,094395102 (£ 0,0349)  0,019087015 (£ 3,94979 10~*)

Auslenkung nach rechts:

Masse in g Winkel im BM Winkelrichtgrofie in Nm/rad
10 0,41887902 (4 0,0349)  0,019087015 (+ 16,07437 10~%)
15 0,645771823 (£ 0,0349) 0,018571149 (+ 10,29199 10~%)
20 0,872664626 (4 0,0349) 0,018323534 (4 7,66517 10~%)
50 2,443460953 (4 0,0349) 0,016360298 (4 3,08059 10~%)

Der gewichtete Mittelwert fiir die Winkelrichgrofie bei Auslenkungen nach links bzw. nach rechts ergibt:

Ktinks = 0,01951(46) Nm/rad und
Erechts = 0,01684(52) Nm/rad.

Diese Ergebnisse sind denen, die die Regression ergab, sehr dhnlich, was nicht unbedingt erstaunt, aber die
Korrektheit bestatigt.

Die unterschiedlichen Grofen je nach Drehrichtung ergeben sich aus der Geometrie der Feder, da diese
bei der Drehung in die eine Richtung auf andere Weise verformt wird als bei der entgegengesetzten Richtung.
Bei Drehschwingungen ist aus diesem Grund die Winkelrichtgrofse wihrend der einen Hélfte der Schwingungspe-
riode eine andere als in der anderen Hélfte.

3.2 Trigheitsmomente der Probekdrper (Teil A, 2.)

Im Folgenden werden die Trégheitsmomente der verschiedenen Probekorper einmal theoretisch mit Hilfe der
weiter oben hergeleiteten Formeln sowie einmal iiber die gemessenen Schwingungsdauern ermittelt.

Der Umstand, dass in jeder Hélfte einer Periodendauer eine andere Winkelrichtgrofie k; bzw. k, wirkt, ist analog
zu einer Schwingung eines Pendels, bei dem sich nach einer halben Periodendauer die Fadenlidnge verkiirzt, zum
Beispiel durch einen Stab, gegen den der Faden stofst.

Fiir die "effektive" Winkelrichtgrofe k gilt mit 7' = 27 - \/% fiir Drehschwingungen:

T = 27r~\/g:7r-\/k7l+7r-\/z (41)

e (12)

=k = B 5 (43)
(V& +V7E)

N
= 0,01807(49) —

rad (44)

Die gemessenen Massen m und die Ausdehnungen sowie die Periodendauern 7» und die Winkelrichtgrofe & sind
fehlerbehaftet, weshalb sie in die entsprechenden Fehlerrechnungen eingehen. Fiir die Periodendauern wurden
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drei Messungen durchgefiihrt. Der Fehler des verwendeten Mittelwerts ATp ergibt sich aus der Standardabwe-
ichung.

3.2.1 Trigheitsmoment des Wiirfels
Fiir das Trégheitsmoment eines Wiirfels gilt:

_ 1,2
I—6ma

Mit der Masse m = 0,481(1)kg und der Seitenlinge a = 0,079(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von
I; =5,00-10~% kg m?. Fiir den Fehler ergibt sich:

Al = \/(éaQ)2 - (Am)2? 4+ (%ma)2 -(Aa)?2 =3,4-107°

Fiir die experimentelle Bestimmung des Trégheitsmoments I, p bzw. I. g ergibt sich mit Tp p = 0,929(6)s und
TpﬁE = 0, 934(5)8:

— ETE _395.1074

472

I.p=3,98-1074

Ie,F

Und dem Fehler:

2\ 2
Alp = \/ (#) - (Akp2+ (528)° - (ATp) = 6,8-10°°
Al p=6,2-10"°

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 21%.

It,Wuerfel = 5700(34) : 10_4 k‘g m2
I wuerfel,r = 3,95(7) - 10~* kg m? (Drehachse durch Flichenmitten)
I wuerfel,E = 3,98(7) - 10~* kg m? (Drehachse durch Ecken)

3.2.2 Trigheitsmoment des Vollzylinders
Fiir das Trégheitsmoment eines Vollzylinders gilt:

_ 1,2
I—zmr

Mit der Masse m = 0,283(1)kg und dem Radius r = 0,040(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von
I; = 2,26 -10~% kg m?. Fiir den Fehler ergibt sich:

AL =/(4r2) - (Am)? + (mr)? - (Ar)2 = 1,1- 1075

Fiir die experimentelle Bestimmung des Trégheitsmoments ergibt sich mit Tp = 0,610(5)s:

=% —170.10*

472

Und dem Fehler:
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2\ 2
Al = \/(f;;) (AR)? + (K25)% . (ATp)2 = 3,4- 10

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 24%.

It,VZylinder - 23 26(11) . 10_4 kg m2
Ie,VZylinder - 1, 70(4) . 10_4 kg m2

3.2.3 Tragheitsmoment des Hohlzylinders
Fiir das Tragheitsmoment eines Hohlzylinders gilt:

1= im(r2 +12)

Mit der Masse m = 0,407(1)kg und den Radien r, = 0,050(1)m und r; = 0,043(1)m ergibt sich ein theoretisches
Moment von I; = 5,65 - 10~* kg m?. Fiir den Fehler ergibt sich:

Al = \/(%(TZ + r?))2 -(Am)2 + (mr)2 C(Ar)? + (mr)2 (Arg)2 =1,62- 1074

Fiir die experimentelle Bestimmung des Trégheitsmoments ergibt sich mit Tp = 0,92(1)s:

I, = kT _3091.10°%

472

Und dem Fehler:

At = \J(£) - @k + (522)° - (aTp = 11107

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 31%.

It,HZylinder = 5,65(162) . 1074 kg m2
Ie,HZylinder =3, 91(11) -107% kg m?

3.2.4 Tragheitsmoment der Scheibe

Fiir das Trégheitsmoment einer Scheibe gilt:

I= %mr2
Mit der Masse m = 0,407(1)kg und dem Radius r = 0,0815(10)m ergibt sich ein theoretisches Moment von

I; =1,35-1072 kg m?. Fiir den Fehler ergibt sich:

AL = \/(112) - (Am)2 + (mr)? - (Ar)? = 3,310
Fiir die experimentelle Bestimmung des Triagheitsmoments ergibt sich mit Tp = 1,480(8)s:
I=EL —10-1073

472

Und dem Fehler:

12



2\ 2
Al = \/(f;) (AR + (K%)% . (ATp)2 =1,5- 1075

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 26%.

It,Scheibe = 1735(3) : 10_3 k/’g m2
Ie,Scheibe = 1700(2) 1073 kg m?

3.2.5 Tragheitsmoment des HantelkOrpers

Fiir das Tragheitsmoment des Hantelkdrpers gilt:

I =2mpunkt - S22 =m - s>

Mit der Masse m = 0,120(1)kg (nachtriglich geschitzt) und der Entfernung s = 0,180(1)m der Massen vom
Mittelpunkt ergibt sich ein theoretisches Moment von I; = 3,89 - 10~2 kg m?. Fiir den Fehler ergibt sich:

Al = \/(32)2 - (Am)? + (2ms)2 - (As)2=1,85-10"*

Fiir die experimentelle Bestimmung des Trégheitsmoments ergibt sich mit Tp = 2,859(20)s:

I, =5 —374.10°3

472

Und dem Fehler:

At = (1) @k + (522)° - (aTp)2 = 5,610

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 2%.

It,Hantelk. = 3780(19) . 1073 kg m2
Ie,Hantelk. = 37 74(7) . 1073 kg m2

3.2.6 Trigheitsmoment des Stabs mit Drehachse im Mittelpunkt

Fiir das Trégheitsmoment eines Stabs gilt:

_ 1.2
I—lgms

Mit der Masse m = 0,104(1)kg und dem Radius s = 0,050(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von
I; =2,60-1072 kg m?. Fiir den Fehler ergibt sich:

AL = \/(2)° - (Am)? + (2ms)? - (As)? = 2,26- 107
Fiir die experimentelle Bestimmung des Triagheitsmoments ergibt sich mit Tp = 2,088(31)s:
I, =512 —1,95.1073

in?

Und dem Fehler:
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2\ 2
Al = \/(f;;) (AR)? + (K2%)% . (ATp)2 = 6,2 1075

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 25%.

L stab,m = 2,60(2) - 1073 kg m?
Ie,Stab,J\I =1, 95(6) -1073 kg m?

3.2.7 Trigheitsmoment des Stabs mit Drehachse aufterhalb des Mittelpunkts
Fiir das Tragheitsmoment eines Stabs mit der Drehachse aufferhalb des Mittelpunkts gilt:
I=m(Ls+ @)

Mit der Masse m = 0,104(1)kg, dem Radius s = 0,050(1)m und der Verschiebung des Drehpunkts um d =
0,081(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von I; = 2,85 - 1073 kg m?. Fiir den Fehler ergibt sich:

AL = \/(2)* - (Am)? + (2ms)® - (As)® = 1,710~

Fiir die experimentelle Bestimmung des Trégheitsmoments ergibt sich mit Tp = 2,408(10)s:

I, = kT2 — 9 815.10°3

472

Und dem Fehler:

At = \[(1) - @k + (522)° - (aTp)2 = 2,510

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 1%.

Lt stap.a = 2,85(17) - 1073 kg m?
Ie,Stab,A - 2,82(3) . 1073 kg m2

3.2.8 Triagheitsmoment der Kugel
Fiir das Tragheitsmoment einer Kugel gilt:
_ 2,2
I'=zmr

Mit der Masse m = 0,403(1)kg und dem Radius r = 0,055(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von
Iy = 4,92 -107% kg m?. Fiir den Fehler ergibt sich:

AL = \/(22)7 - (Am)? + (3mr)? - (Ar)2 = 1,810

Fiir die experimentelle Bestimmung des Trigheitsmoments ergibt sich mit Tp = 0,837(5)s:

I, = kT2 —320.107*

T

Und dem Fehler:
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AL =/ (£2)" (AR + (45)° - (AT)? = 5107

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 35%.

It7Kugel - 4,92(18) . 10_4 kg m2
Ie,Kugel = 37 20(5) -1074 ]fg m?

3.3 Trigheitsmomente des Tischchens (Teil A, 3.)

300 60

Winkel des
90 Tischchens
in Grad

0270

2]

3

240 120

4
5 |
6

Inverse Wurzel 180
des Tragheitsmoments

Figure 4: Triagheitsmomente des Tischchens

Die inverse Wurzel der Tragheitsmomente des Tischchens, polar aufgetragen und abhingig vom eingestellten
Drehwinkel, ergeben ein zweidimensionales Tragheitsellipsoid (siehe weiter oben). Die grofte Hauptachse ist um
17° im Uhrzeigersinn verschoben. Entsprechend liegen die Haupttrigheitsachsen bei 17° und 107°.

3.4 Trigheitsmoment des Rades mit Hilfe der Winkelbeschleunigung (Teil B, 1.)

Um das Tragheitsmoment des Rades zu bestimmen, wurde es mit verschiedenen Massen in eine beschleunigte
Drehbewegung versetzt.

Die Schwerkraft auf die herabfallende Masse mp beschleunigt sowohl die Masse selbst als auch die Felge mit
der Masse mp, direkt wirkt sie allerdings nur auf mp. Es gilt:

Fe = mp-g= (mP+mF) *Qges (45)

Mit R: Durchmesser der Felge; a: gemessene Beschleunigung auf dem Papierstreifen; r: Radius der Rades fiir

den Faden; ergibt sich mit den Relationen w = E und ages = % -a:
I = r-(mp-g—mp-ages) (46)
T -mp-g—T-Mp-Gges T -R-mp-g 9

- —mp- 47
w a me - ()

= 1 =
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Figure 5: Wegdifferenz in Abhéngigkeit von der Zeit, Gewicht: 100g

Die Steigungen der optimalen Geraden in den Diagrammen, die die Wegdifferenz in Abhéngigkeit von der Zeit
darstellen, entsprechen der Beschleunigung a eines beliebigen Punktes auf der Aufienseite der Felge. Diese durch
Regression bestimmten Werte werden nun in die oben hergeleitete Formel eingesetzt. Der Fehler der Regression
wirkt sich mit den Fehlern der gemessenen Radien (+0,001m) auf die gesamte Ungenauigkeit des Endergebnisses
aus. Die Angaben der Massen mp werden als prizise angenommen, da ihre Betrige direkt angegeben waren
und nicht gemessen werden mussten.

Die Messungen ergaben folgende Werte: R = £ = 0,2117(2)m und r = 0,060(1)m.

Messung 1: 100g

a = 0,18185(275)ms 2

Daraus ergibt sich fiir das Triigheitsmoment I = 0,0682 kg m?
Der Fehler ergibt sich aus:

2

Al = \/(R’Q;VLP — Qmp>2 (Ar)2 + (7-9’;7113)2 - (AR)? + (%) (Aa)? = 0,0014

Also ergibt sich: | 1 = 0,0682(14) kg m? |

Messung 2: 200g

a = 0,38943(350)ms 2

Daraus ergibt sich fiir das Triigheitsmoment I = 0,0632 kg m?
Der Fehler ergibt sich aus:

Al = \/(RW - 2mp>2 (A2 4 (22m2)? (AR)? + (M)z - (Aa)? = 0,0009

Also ergibt sich: | 1 =0,0632(9) kg m?* |

Messung 3: 500g
a=0,97153(1821)ms 2
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Figure 6: Wegdifferenz in Abh&ngigkeit von der Zeit, Gewicht: 200g
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Figure 7: Wegdifferenz in Abhéngigkeit von der Zeit, Gewicht: 500g
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Figure 8: Wegdifferenz in Abhéngigkeit von der Zeit, Gewicht: 1000g

Daraus ergibt sich fiir das Triigheitsmoment I = 0,0623 kg m?
Der Fehler ergibt sich aus:

2

A — \/(Rg:lnp _ Qmp)2 S(Ar)2 4 (22e)® (AR + (Brgee )" (Aa)2 = 0,0012

Also ergibt sich: [ I =0,0623(12) kg m? |

Messung 4: 1000g

a=1,91521(3107)ms 2

Daraus ergibt sich fiir das Triigheitsmoment I = 0,0615 kg m?
Der Fehler ergibt sich aus:

2

A — \/(Rg{;ﬂp _ Qmp)2 (An2 4+ (mze)? (AR)2 + (Be) . (Aa)2 = 0,0014

Also ergibt sich: [ I =0,0615(14) kg m? |

Zusammenfassung
Der gewichtete Mittelwert ergibt: [ I = 0,0635(7) kg m? |

3.5 Trigheitsmoment der Felge mit Hilfe der Periodendauer (Teil B, 2.)

Das Tragheitsmoment des Rades ergibt sich aus:

mgs-T?
I= iﬁp —my-a®

(m: Masse der Felge, mz: Masse des Zusatzgewichts, a: Abstand des Zusatzgewichts von der Drehachse,
s: Abstand der Drehachse zum Schwerpunkt, 7p: Periodendauer)
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Der Schwerpunkt teilt die Strecke zwischen Schwerpunkt des Rades (=Drehachse) und Zusatzmasse genau im
inversen Verhéltnis der Gewichte:

a—s __ m _(.m . __mgz ., _ mgz
=g er=(Gtl)ses= 2 a="2"q

Dies eingesetzt in die obige Formel ergibt:

mya-T?
I:gZTP—mZ-OL2

Die Messungen ergaben folgenden Werte: myz = 0,255(1)kg und a = 0, 180(1)m.
Fiir den Fehler des Trigheitsmoments gilt:

A= \/ (5 - a2>2 (Am)? + (2mzTe )2 (ATp)? + (5 — 2mza)2 - (Aa)?

Messung 1
Messwerte fiir Periodendauer Tp: 2,640s; 2,631s; 2,636s
Der Mittelwert ist: Tp = 2,635(3)

Einsetzen in die Formeln fiir 7 und AT ergibt: [ I =0,0709(5) kg m? |

Messung 2 (fiir diametral gegeniiberliegende Seite)
Messwerte fiir Periodendauer Tp: 2,614s; 2,609s; 2,619s
Der Mittelwert ist: Tp = 2,614(3)

Einsetzen in die Formeln fiir I und AT ergibt: [ I = 0,0697(5) kg m?

Zusammenfassung
Der gewichtete Mittelwert ergibt: [ I = 0,0703(4) kg m? |

Dieser Wert fiir das Tragheitsmoment unterscheidet sich von dem, der mit der Winkelbeschleunigung berechnet
wurde, um 10%.

4 Diskussion

Bei der Betrachtung der Ergebnisse féllt auf, dass es teilweise zu grofen Abweichungen zu den erwarteten
Werten kommt. Die Griinde hierfiir kénnen sehr unterschiedlich sein. Obwohl die Versuchsdurchfiihrungen an
sich einfach zu bewerkstelligen sind, sind sie doch schnell Stérungsfaktoren unterworfen, sowohl Geréte als auch
Experimentatoren spielen hier eine Rolle.
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