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1 Theorie

1.1 Translation und Rotation

Bei Bewegungen von Körpern unterscheidet man zwischen Translation und Rotation. Unter Translation fällt
jede Bewegung, bei der alle einzelnen Punkte des Körpers parallele Bahnen beschreiben. Bei der Rotation
hingegen bewegen sich die Punkte auf verschiedenen Kreisbahnen, die jedoch alle denselben Mittelpunkt bzw.
dieselbe Drehachse besitzten. Beide Arten sind unabhängig voneinander und können auch gleichzeitig auftreten.

Das Produkt aus Geschwindigkeit ~v einer Translationsbewegung und Masse m des Körpers nennt man Impuls

~p, seine Ableitung nach der Zeit ist die Kraft ~F :

~p = m · ~v, ~̇p = d(m·~v)
dt = ~F

Analog dazu exisitiert bei Rotationsbewegungen der Drehimpuls L und das Drehmoment T:

~L = m~x× ~̇x, ~̇L = ~x× ~F = ~T

Im weiteren Verlauf werden noch weitere Parallelen angesprochen. Soll die folgende Tabelle einen kleinen
Überblick scha�en:
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Translation Rotation
Weg x Winkel ϕ
Geschwindigkeit ẋ = v Winkelgeschwindigkeit ω = ϕ̇
Beschleunigung ẍ = v̇ = a Winkelbeschleunigung ω̇ = ϕ̈
Träge Masse m Trägheitsmoment I
Kinetische Energie Ekin = 1

2mv2 Rotationsenergie Erot = 1
2Iω2

1.2 Das Trägheitsmoment

Das Trägheitsmoment I bei Roationsbewegungen ist das Analogon zur trägen Masse bei Translationsbewegun-
gen. Während ein Körper jedoch nur eine einzige träge Masse besitzt, die bei jeder beliebigen Translationsbe-
wegung den selben Wert besitzt, hängt I von dem Ort der Drehachse ab.
Die einzelnen Masseteile des Körpers mit gröÿerer Entferung zur Drehachse wirken sich stärker auf den Gesamt-
betrag von I aus, als welche mit kleinerem Abstand, wie aus der De�nition des Trägheitsmoments hervorgeht:

I =
∑
i

∆mir
2
i

(∆mi: Masse eines einzelnen Massenpunktes,
ri: sein (orthogonaler) Abstand zur Drehachse)

Anschaulich wird die Bedeutung des Träheitsmoments bei Rotationsbewegungen. Analog zur kinetischen En-
ergie bei der Translation besitzt jeder sich drehende Körper eine Rotationsenergie, die sich aus den kinetischen
Energien der einzelnen Massepunkte zusammensetzt:

Ekin,i =
∑

i

1
2
miv

2
i =

1
2
ω2

∑
i

mir
2
i (1)

⇒ Erot =
1
2
ω2

∫
V

r2dm =
1
2
ω2

∫
V

r2ρ dV︸ ︷︷ ︸
I

(2)

=
1
2

I ω2 (3)

Das Trägheitsmoment ist also das Volumenintegral der Dichte multipliziert mit dem Quadrat der Entfernung
des in�nitesimal kleinen Volumens von der Drehachse.

1.3 Steinerscher Satz

Obwohl ein Körper beliebig viele Trägheitsmomente besitzt, sind einige besonders charakteristisch, nämlich die,
die sich auf eine der Hauptträgheitsachsen beziehen. Eine Hauptträgheitsachse, hat die Eigenschaften, dass sie
erstens durch den Schwerpunkt des Körpers geht und zweitens sich dieser um sie ohne äuÿeren Kraftein�uss
drehen kann.
Ist das Trägheitsmoment in Bezug auf eine solche Achse bekannt, lässt sich mit Hilfe des Steinerschen Satzes

auch das Trägheitsmoment um eine beliebige dazu parallele Achse berechnen.

Bei der Betrachtung der Gra�k erkennt man, dass sich jeder Vektor ~ri, der orthogonal von der Hauptträgheit-
sachse S ausgeht, auch durch ~ri − ~d ausgedrücken lässt. ~d ist dabei der Verbindungsvektor zwischen der
ursprünglichen und der verschobenen Achse S′. Es folgt:

IS′ =
∑
i

mir
′2
i =

∑
i

mi(~ri − ~d)2 =
∑
i

mi(r2
i − 2 · ~d · ~ri + d2) =

∑
i

mir
2
i − 2~d ·

∑
i

mi~ri + d2
∑
i

mi

Die mittlere Summe ergibt null, da alle ~ri vom Schwerpunkt ausgehen und somit jedes mi~ri auch ein negatives
Gegenstück besitzt. Somit folgt:

IS′ =
∑
i

mir
2
i + mges · d2 = IS + mges · d2

2



Figure 1: Steinerscher Satz

1.4 Trägheitsmomente verschiedener Körper

Im Folgenden werden die Formeln für die Trägheitsmomente verschiedener Körper hergeleitet.

1.4.1 Trägheitsmoment eines Würfels

Für einen Würfel mit homogener Masseverteilung und der Seitenlänge a sowie der Masse m betrachten wir
zunächsten den Fall, bei dem die Drehachse durch den Schwerpunkt und die Flächenmitten, also parallel zu den
Seiten verläuft. Dann ergibt sich für das Trägheitsmoment:

I = ρ

∫
V

r2
⊥ dV (4)

= ρ

a
2∫

− a
2

a
2∫

− a
2

a
2∫

− a
2

(x2 + y2) dx dy dz (5)

= ρa

a
2∫

− a
2

a
2∫

− a
2

(x2 + y2) dx dy = ρa

a
2∫

− a
2

[
1
3
x3 + xy2

] a
2

− a
2

dy (6)

= ρa

a
2∫

− a
2

(
a3

12
+ ay2

)
dy = ρa

[
a3

12
y + a

y3

3

] a
2

− a
2

dy (7)

= ρa

(
a3

12
a + a

a3

12

)
= ρa · a4

6
ρ= m

a3
=

m

a3
a · a4

6
(8)

=
1
6
ma2 (9)

Da bei einem Würfel die Hauptträgheitsachsen gleich groÿ sind, ist das Trägheitsmoment bei allen anderen
möglichen Achsen durch den Schwerpunkt ebenfalls gleich groÿ. Das Trägheitsellipsoid (siehe weiter unten) ist
bei einem Würfel deshalb eine Kugel.

1.4.2 Trägheitsmoment eines Stabs

Bei einem Stab nehmen wir an, dass dieser keine "Dicke", also kein Volumen besitzt. In dem Fall sprechen wir
von einer "Längendichte":

ρ = m
s
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Ein Stab mit der Länge s hat dann bei einer zu ihm selbst orthogonalen Drehachse durch seinen Mittelpunkt
ein Trägheitsmoment, dass sich wie folgt errechnet:

I = ρ

s
2∫

− s
2

r2
⊥ dV = ρ

s
2∫

− s
2

x2 dx = ρ

[
x3

3

] s
2

− s
2

= ρ

(
s3

12

)
=

1
12

ms2 (10)

Mit Hilfe des Steinerschen Satzes können nun auch die Trägheitsmomente um Achsen berechnet werden, die
nicht durch den Mittelpunkt des Stabes verlaufen, sondern durch einen Punkt mit der Entfernung d:

I ′ = I + md2 =
1
12

ms2 + md2 = m

(
1
12

s2 + d2

)
(11)

1.4.3 Trägheitsmoment eines Zylinders und einer Scheibe

Für die Berechnung des Trägheitsmoments eines Zylinders eignen sich Zylinderkoordinaten besser als kathesische
Koordinaten. Hat der Vollzylinder die Höhe h und den Radius R, dann ist seine Dichte:

ρ = m
πhR2

Mit dV = rdϕ dr dz gilt dann für sein Trägheitsmoment um seine Symmetrieachse:

I = ρ

∫
V

r2
⊥ dV = ρ

h∫
0

R∫
0

2π∫
0

r2 rdϕ dr dz (12)

= 2πρ · h
R∫

0

r3dr = 2πρh ·
[
r4

4

]R

0

= 2πρh
R4

4
(13)

=
1
2
mR2 (14)

Daran, dass hier im letzten Schritt das h herausfällt, erkennt man, dass das Trägheitsmoment eines Zylinders
nicht von seiner Höhe abhängt. Betrachtet man eine Scheibe als Zylinder mit der Höhe h = 0, so wird klar,
dass sich ihr Drehmoment aus derselben Formel ergibt.

Handelt es sich um einen Hohlzylinder mit den Innen- bzw. Auÿenradien Ri bzw. Ra, so ergibt sich für seine
Dichte:

ρ = m
πhR2

a−πhR2
i

= m
πh(R2

a−R2
i
)

Die Herleitung des Trägheitsmoments unterscheidet sich zudem darin, dass von Ri nach Ra integriert wird:

I = [...] = 2πρh ·
[
r4

4

]Ra

Ri

= 2πh · m

πh(R2
a −R2

i )
· R4

a −R4
i

4
(15)

=
1
2
m

(R2
a −R2

i )(R
2
a + R2

i )
R2

a −R2
i

=
1
2
m(R2

a + R2
i ) (16)

1.4.4 Trägheitsmoment einer Kugel

Für die Dichte einer Kugel gilt:

ρ = 3m
4πR3
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Die Integration durch das Kugelvolumen gestaltet sich bei der Verwendung von Kugelkoordinaten am einfach-
sten. Dann gilt dV = r2 sinϕ dϕ dϑ dr und es ergibt sich für das Trägheitsmoment um eine Drehachse durch
den Mittelpunkt:

I = ρ

∫
V

r2
⊥ dV = ρ

2π∫
0

π∫
0

R∫
0

(r sinϕ)2 r2 sinϕ dr dϕ dϑ (17)

= ρ

2π∫
0

π∫
0

R∫
0

r4 sin3 ϕ dr dϕ dϑ = 2πρ

π∫
0

sin3 ϕ dϕ

R∫
0

r4 dr (18)

= 2πρ

π∫
0

sin3 ϕ dϕ

(
R5

5

)
= 2πρ

R5

5

[
1
3

cos3 ϕ− cos ϕ

]π

0

(19)

= 2π · 3m

4πR3
· R5

5
4
3

=
2
5
mR2 (20)

1.4.5 Trägheitsmoment eines Hantelkörpers

Ein Hantelkörper besteht aus zwei Massen, die durch einen Stab in dem Abstand a miteinander verbunden
sind. Das Trägheitsmoment dieses Körpers ist somit die Summe der Momente seiner Einzelteile, wobei wir die
Massen an den Enden vereinfacht als Punktmassen betrachten, da ihre Ausdehnung im Verhältnis zur ihrem
Abstand gering ist.

I = IStab + 2 IPunktmasse =
1
12

mStab a2 + 2 mPunktmasse a2 (21)

Ist die Masse des Stabs im Verhältnis zu denen der Punktmassen gering, so wird das Drehmoment maÿgeblich
durch die letzteren bestimmt:

I = 2 mPunktmasse a2 (22)

1.5 Trägheitsellipsoid

Eine Vorstellung der verschiedenen Trägheitsachsen bekommt man mit dem Trägheitsellipsoiden eines Körpers.
Legt man durch den Schwerpunkt des Körpers beliebige Achsen Ai und trägt nach beiden Seiten 1√

IAi

, also

den Kehrwert der Wurzel aus dem Trägheitsmoment an der betre�enden Achse auf, so bilden die Enden dieser
sämtlichen Strecken die Ober�äche eines dreidimensionalen Gebildes, nämlich das Trägheitsellipsoid.
Die Achse, an der das Ellipsoid die kleinste Ausdehnung besitzt, entspricht der Achse des gröÿten Trägheitsmo-
ments des Körpers, umgekehrt deutet die gröÿte Ausdehnung des Ellipsoids auf die geringste Trägheitsachse
hin. Bei symmetrischen Körpern wie beispielsweise einer homogenen Kugel besitzen alle Achsen dieselbe Aus-
dehnung, im Allgemeinen stehenen jedoch die Achsen des maximalen und des minimalen Trägheitsmoments
senkrecht aufeinander. Sie und die dritte orthogonale Achse nennt man die Hauptträgheitsachsen eines Kör-
pers.

1.6 Drehschwingungen

Bei harmonischen Schwingungen ist die Rückstellkraft F der Auslenkung s proportional:

F = −D · s (23)

Den Faktor D nennt man die Federkonstante. Bei Drehschwingungen existiert ein ähnliches Gesetz zwischen
dem Drehmoment T an der Achse und dem Auslenkwinkel ϕ:

T = −k · ϕ (24)

5



k ist die Winkelrichtgröÿe. D und k sind abhängig vom Material und Form der verwendeten Feder.

Die Bewegungsgleichungen für Translations- und Drehschwingungen mit der Winkelgeschwindigkeit ω sind eben-
falls sehr ähnlich:

s(t) = s0 · sin(ωtrans · t), ωtrans =
√

D
m

ϕ(t) = ϕ · sin(ωdreh · t), ωdreh =
√

k
I

Sind bei einer Drehschwingung die Schwingungsdauer T = 2π
ω und die Winkelrichtgröÿe k bekannt, so ergibt

sich demnach für das Trägheitsmoment I des schwingenden Körpers:

I =
k · T 2

4π2
(25)

Wie in 2.1 beschrieben ergibt sich der Drehimpuls aus:

~L = m~x× ~̇x (26)

Für die einzelnen Massepunkte lässt sich dafür auch schreiben:

~L =
∑

i

mi~xi × ~̇xi (27)

Wegen ẋ = v = ωr folgt:

~L =
∑

i

mi~xi × (ω × ~xi) (28)

Für den Betrag des Drehimpulses vereinfacht sich das Kreuzprodukt zur normalen Multiplikation der Beträge
der Vektoren, da diese wegen der Drehimpulserhaltung alle senkrecht aufeinander stehen:

L =
∑

i

mix
2
i · ω = Iω (29)

1.7 Physikalisches Pendel

Als mathematisches Pendel bezeichnet man die Idealisierung eines Pendels, bei der ein Massepunkt der Masse
m an einem masselosen Faden der Länge l aufgehängt ist. Seine Bewegung lässt sich mit der folgenden Di�er-
entialgleichung beschreiben (ϕ sei der Winkel, den der Faden mit dem Lot bildet):

m · l · ϕ̈ = −m · g · sinϕ (30)

ϕ̈ ≈ −g

l
· ϕ (31)

Die Näherung sinϕ ≈ ϕ gilt für kleine Auslenkungen. Für die so vereinfachte Bewegungsgleichung erhält man
zwei Lösungen, von der hier nur die eine angegeben wird:

ϕ(t) = ϕmax · sin
(√

g

l
· t

)
(32)

(Die zweite Lösung ist identisch, nur dass anstatt der Sinus- die Cosinus-Funktion verwendet wird.) Aus der
Gleichung lässt sich die Winkelgeschwindigkeit der Schwingung und damit die Periodendauer TP ablesen:

TP =
2π

ω
= 2π

√
l

g
(33)
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Beim physikalischen Pendel handelt es sich hingegen um eine Vielzahl von Massepunkten, die auÿerhalb des
gemeinsamen Schwerpunktes aufgehängt sind.

Hat dieser Aufgängepunkt vom Schwerpunkt eine Entfernung von s, so wirkt an ihm ein Drehmoment T :

T (ϕ) = −s× F = −mgs · sinϕ (34)

≈ −mgs · ϕ (35)

Das negative Vorzeichen soll verdeutlichen, dass das Drehmoment der Auslenkung entgegenwirkt.
Mit T = Iω = Iϕ̈ ergibt sich die folgende Bewegungsgleichung:

Iϕ̈ = −mgs · ϕ (36)

ϕ̈ = −mgs

I
· ϕ (37)

Vergleicht man dies mit der Gleichung für das mathematische Pendel, erkennt man, dass sich das physikalische
als mathematisches Pendel mit der Fadenlänge l = I

ms ansehen lässt. Für die Periodendauer TP ergibt sich
dann:

TP = 2π

√
I

mgs
(38)

Von der Periodendauer eines schwingenden Pendels lässt sich umgekehrt auf sein Trägheitsmoment I um die
Achse durch den Aufhängepunkt schlieÿen:

I =
mgs · T 2

P

4π2
(39)

Wird die Pendelbewegung erst durch ein Zusatzgewicht mZ möglich, da die Drehachse des Körpers im Normalfall
durch den Schwerpunkt geht (siehe Durchführung), so muss das Trägheitsmoment IZ subtrahiert werden, um
das eigentliche Moment IK des Körpers zu errechnen. Das Zusatzgewicht wird hier als Punktmasse im Abstand
a von der Drehachse entfernt angesehen.

IK = I − IZ =
mgs · T 2

P

4π2
−mZ · a2 (40)

2 Durchführung

2.1 Teil A

Als erstes müssen die Daten der einzelnen Körper festgehalten werden. Hierbei geht es um alle Gröÿen, die
als Körpereigenschaften in die Auswertung eingehen, zu ihnen zählen der Radius der Kugel, des Zylinders und
der Scheibe, innerer und äuÿerer Teil des Hohlzylinders, Abstand der Hantelkörper, Kantenlänge des Würfels,
Länge des Stabes sowie Abstand der Drehachse vom Schwerpunkt. Zusätzlich müssen alle Körper gewogen
werden, da auch das Ein�uss auf die Trägheitsmomente der Körper hat.
Für die Bestimmung der Winkelrichtgröÿe muss der Halter so eingespannt werden, dass die Drillachse horizontal
liegt. Anschlieÿend werden unterschiedliche Gewichte angehängt und man misst die Gröÿe des Winkelausschlags
in Abhängigkeit der verschiedenen, angreifenden Drehmomente. Dies geschieht in beide Richtungen, wobei bei
beiden darauf zu achten isst, dass die Spiralfeder während der Schwingung das Gestell nicht berührt, dies ver-
fälscht die Schwingungsdauer.
Als nächstes wird die Drillachse in vertikale Lage gestellt und mit den unterschiedlichen Versuchskörpern
bestückt. Jedes einzelne wird in Schwingung gebracht und die vom Trägheitsmoment abhängige Schwingungs-
dauer wird für 10 bis 20 Schwingungen gemessen. Bei Versuchskörpern, die sich auf mehrere Arten einspannen
lassen (zum Beispiel lässt sich der Würfel auch auf der Kante einspannen) müssen alle Einstellungen in den
Versuch mit eingehen. Auch hier ist auf die Spiralfeder zu achten.
Bei dem Tischchen wird die Schwingungsdauer für verschiedene, um bekannte Winkel gegeneinander verdrehte
Rotationsachsen gemessen (15◦-Schritte).
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2.2 Teil B

Die zur Verfügung stehenden Massen von 0,1, 0,2, 0,5 und 1kg werden nacheinander an den am Rad befestigten
Bindfaden angehängt, um das Rad in eine beschleunigte Drehbewegung zu versetzen. Das Registrierpapier
wird um das Rad gespannt, damit der Markengeber im zeitlichen Abstand von 0,1s Marken auf dem Papier
aufzeichnen kann. Jeweils vorm Start der Drehbewegung muss darauf geachtet werden, dass die Marken gut
sichtbar vom Markengeber auf das Papier aufgetragen werden. Pro Gewicht darf nur ein Umlauf des Rades
gemessen werden, nach jedem Durchlauf und vor einer neuen Masse, wird der Markengeber zur Seite verschoben,
so dass die Drehbewegungen aller Massen, nebeneinander auf dem Papier aufgetragen werden.
Anschlieÿend muss auch das Trägheitsmoment des Rades experimentell bestimmt werden, hierzu wird das Rad
durch Befestigung eines Gewichts am Rand einer Speiche als physikalisches Pendel ausgebildet. Das Rad wird
ausgelenkt und die Schwingungsdauer für 10 Schwingungen (einer kleinen Amplitude) wird mehrmals gemessen
und notiert. Diese Messungen werden auch an der diametral gegenüberliegenden Seite wiederholt. Für die
Berechnung sind auch die Daten des Rades, also der Radius der Felge, des Zusatzgewichtes sowie des Rads für
den Bindfaden festzuhalten.

3 Auswertung

3.1 Winkelrichtgröÿe der Spiralfeder (Teil A, 1.)

Zur Ermittlung der Winkelrichtgröÿe werden die gemessenen Winkel der Drehscheibe in Abhängigkeit vom
anliegenden Drehmoment aufgetragen. Das Drehmoment ergibt sich aus T = r×F . Da die Kraft tangential zur
Drehscheibe angreift, vereinfacht sich die Formel zu T = r · F . Mit dem gemessenen Radius r der Drehscheibe
von 8,15cm (± 0,5cm) ergibt sich folgende Tabelle für die Auslenkung zur linken Seite:

Masse in g Drehmoment in Nm Winkel in Grad Winkel im BM
10 0,00799515 (± 9,81 10−5) 21 (± 2) 0,366519143 (± 0,0349)
15 0,011992725 (± 14,72 10−5) 33 (± 2) 0,575958653 (± 0,0349)
20 0,0159903 (± 19,62 10−5) 44 (± 2) 0,767944871 (± 0,0349)
50 0,03997575 (± 49,05 10−5) 120 (± 2) 2,094395102 (± 0,0349)

Und für die rechte Seite:

Masse in g Drehmoment in Nm Winkel in Grad Winkel im BM
10 0,00799515 (± 9,81 10−5) 24 (± 2) 0,41887902 (± 0,0349)
15 0,011992725 (± 14,72 10−5) 37 (± 2) 0,645771823 (± 0,0349)
20 0,0159903 (± 19,62 10−5) 50 (± 2) 0,872664626 (± 0,0349)
50 0,03997575 (± 49,05 10−5) 140 (± 2) 2,443460953 (± 0,0349)

Die Steigung der optimalen Geraden durch die Messpunkte (x-Achse: Drehmoment, y-Achse: gemessener
Winkel) gibt Aufschluss über die Winkelrichtgröÿe k der Spiralfeder, denn es gilt: k = −T

ϕ Die Winkel-
richtgröÿe entspricht also dem Kehrwert der Steigung der Regressionsgeraden. Die Fehlerangabe wird mittels
Fehlerfortp�anzung umgerechnet. Es ergibt sich:

klinks = 0, 01948(43) Nm/rad
krechts = 0, 01680(48) Nm/rad.

Dies ist zwar unser Endergebis, zur Kontrolle haben wir die Auswertung noch einmal, jedoch diesmal
mit Hilfe des gewichteten Mittelwertes, durchgeführt.
Die Winkelrichtgröÿe zur i-ten Messung erhält man mit der Formel:

ki = r·Fi

ϕi
.

Da die Gröÿen r und ϕi auf Grund der Messung zwangsläu�g fehlerbehaftet sind, wird der gesamte Fehler der
Winkelrichtgröÿe ki folgendermaÿen abgeschätzt:
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Figure 2: Resultierender Winkel ϕ in Abhängigkeit vom Drehmoment T , Auslenkung nach links

Figure 3: Resultierender Winkel ϕ in Abhängigkeit vom Drehmoment T , Auslenkung nach rechts
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ki = ki(r, ϕi)⇒ ∆ki =
√

(∂ki

∂r )2 · (∆r)2 + ( ∂ki

∂ϕi
)2 · (∆ϕi)2

Folgende Tabelle zeigt die aus den einzelnen Messungen resultierenden Winkelrichtgröÿen mit der dazugehörigen
Fehlerabschätzung (r=8,15cm (± 0,5cm) wie oben bereits angegeben):

Auslenkung nach links:
Masse in g Winkel im BM Winkelrichtgröÿe in Nm/rad
10 0,366519143 (± 0,0349) 0,021813731 (± 20,9428 10−4)
15 0,575958653 (± 0,0349) 0,020822198 (± 12,87321 10−4)
20 0,767944871 (± 0,0349) 0,020822198 (± 9,80168 10−4)
50 2,094395102 (± 0,0349) 0,019087015 (± 3,94979 10−4)

Auslenkung nach rechts:
Masse in g Winkel im BM Winkelrichtgröÿe in Nm/rad
10 0,41887902 (± 0,0349) 0,019087015 (± 16,07437 10−4)
15 0,645771823 (± 0,0349) 0,018571149 (± 10,29199 10−4)
20 0,872664626 (± 0,0349) 0,018323534 (± 7,66517 10−4)
50 2,443460953 (± 0,0349) 0,016360298 (± 3,08059 10−4)

Der gewichtete Mittelwert für die Winkelrichgröÿe bei Auslenkungen nach links bzw. nach rechts ergibt:

klinks = 0, 01951(46) Nm/rad und
krechts = 0, 01684(52) Nm/rad.

Diese Ergebnisse sind denen, die die Regression ergab, sehr ähnlich, was nicht unbedingt erstaunt, aber die
Korrektheit bestätigt.

Die unterschiedlichen Gröÿen je nach Drehrichtung ergeben sich aus der Geometrie der Feder, da diese
bei der Drehung in die eine Richtung auf andere Weise verformt wird als bei der entgegengesetzten Richtung.
Bei Drehschwingungen ist aus diesem Grund die Winkelrichtgröÿe während der einen Hälfte der Schwingungspe-
riode eine andere als in der anderen Hälfte.

3.2 Trägheitsmomente der Probekörper (Teil A, 2.)

Im Folgenden werden die Trägheitsmomente der verschiedenen Probekörper einmal theoretisch mit Hilfe der
weiter oben hergeleiteten Formeln sowie einmal über die gemessenen Schwingungsdauern ermittelt.
Der Umstand, dass in jeder Hälfte einer Periodendauer eine andere Winkelrichtgröÿe kl bzw. kr wirkt, ist analog
zu einer Schwingung eines Pendels, bei dem sich nach einer halben Periodendauer die Fadenlänge verkürzt, zum
Beispiel durch einen Stab, gegen den der Faden stöÿt.

Für die "e�ektive" Winkelrichtgröÿe k gilt mit T = 2π ·
√

I
k für Drehschwingungen:

T = 2π ·
√

I

k
= π ·

√
I

kl
+ π ·

√
I

kr
(41)

⇔ 2

√
1
k

=
√

1
kl

+
√

1
kr

(42)

⇒ k =
4(√

1
kl

+
√

1
kr

)2 (43)

= 0, 01807(49)
Nm

rad
(44)

Die gemessenen Massen m und die Ausdehnungen sowie die Periodendauern TP und die Winkelrichtgröÿe k sind
fehlerbehaftet, weshalb sie in die entsprechenden Fehlerrechnungen eingehen. Für die Periodendauern wurden
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drei Messungen durchgeführt. Der Fehler des verwendeten Mittelwerts ∆TP ergibt sich aus der Standardabwe-
ichung.

3.2.1 Trägheitsmoment des Würfels

Für das Trägheitsmoment eines Würfels gilt:

I = 1
6ma2

Mit der Masse m = 0, 481(1)kg und der Seitenlänge a = 0, 079(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von
It = 5, 00 · 10−4 kg m2. Für den Fehler ergibt sich:

∆It =
√(

1
6a2

)2 · (∆m)2 +
(

2
6ma

)2 · (∆a)2 = 3, 4 · 10−5

Für die experimentelle Bestimmung des Trägheitsmoments Ie,F bzw. Ie,E ergibt sich mit TP,F = 0, 929(6)s und
TP,E = 0, 934(5)s:

Ie,F = k·T 2
P

4π2 = 3, 95 · 10−4

Ie,E = 3, 98 · 10−4

Und dem Fehler:

∆Ie,F =

√(
T 2

P

4π2

)2

· (∆k)2 +
(

kTP

2π2

)2 · (∆TP )2 = 6, 8 · 10−6

∆Ie,E = 6, 2 · 10−6

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 21%.

It,Wuerfel = 5, 00(34) · 10−4 kg m2

Ie,Wuerfel,F = 3, 95(7) · 10−4 kg m2 (Drehachse durch Flächenmitten)
Ie,Wuerfel,E = 3, 98(7) · 10−4 kg m2 (Drehachse durch Ecken)

3.2.2 Trägheitsmoment des Vollzylinders

Für das Trägheitsmoment eines Vollzylinders gilt:

I = 1
2mr2

Mit der Masse m = 0, 283(1)kg und dem Radius r = 0, 040(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von
It = 2, 26 · 10−4 kg m2. Für den Fehler ergibt sich:

∆It =
√(

1
2r2

)2 · (∆m)2 + (mr)2 · (∆r)2 = 1, 1 · 10−5

Für die experimentelle Bestimmung des Trägheitsmoments ergibt sich mit TP = 0, 610(5)s:

Ie = k·T 2
P

4π2 = 1, 70 · 10−4

Und dem Fehler:
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∆Ie =

√(
T 2

P

4π2

)2

· (∆k)2 +
(

kTP

2π2

)2 · (∆TP )2 = 3, 4 · 10−6

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 24%.

It,V Zylinder = 2, 26(11) · 10−4 kg m2

Ie,V Zylinder = 1, 70(4) · 10−4 kg m2

3.2.3 Trägheitsmoment des Hohlzylinders

Für das Trägheitsmoment eines Hohlzylinders gilt:

I = 1
2m(r2

a + r2
i )

Mit der Masse m = 0, 407(1)kg und den Radien ra = 0, 050(1)m und ri = 0, 043(1)m ergibt sich ein theoretisches
Moment von It = 5, 65 · 10−4 kg m2. Für den Fehler ergibt sich:

∆It =
√(

1
2 (r2

a + r2
i )

)2 · (∆m)2 + (mr)2 · (∆ri)2 + (mr)2 · (∆ra)2 = 1, 62 · 10−4

Für die experimentelle Bestimmung des Trägheitsmoments ergibt sich mit TP = 0, 92(1)s:

Ie = k·T 2

4π2 = 3, 91 · 10−4

Und dem Fehler:

∆Ie =

√(
T 2

P

4π2

)2

· (∆k)2 +
(

kTP

2π2

)2 · (∆TP )2 = 1, 1 · 10−5

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 31%.

It,HZylinder = 5, 65(162) · 10−4 kg m2

Ie,HZylinder = 3, 91(11) · 10−4 kg m2

3.2.4 Trägheitsmoment der Scheibe

Für das Trägheitsmoment einer Scheibe gilt:

I = 1
2mr2

Mit der Masse m = 0, 407(1)kg und dem Radius r = 0, 0815(10)m ergibt sich ein theoretisches Moment von
It = 1, 35 · 10−3 kg m2. Für den Fehler ergibt sich:

∆It =
√(

1
2r2

)2 · (∆m)2 + (mr)2 · (∆r)2 = 3, 3 · 10−5

Für die experimentelle Bestimmung des Trägheitsmoments ergibt sich mit TP = 1, 480(8)s:

Ie = k·T 2

4π2 = 1, 0 · 10−3

Und dem Fehler:
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∆Ie =

√(
T 2

P

4π2

)2

· (∆k)2 +
(

kTP

2π2

)2 · (∆TP )2 = 1, 5 · 10−5

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 26%.

It,Scheibe = 1, 35(3) · 10−3 kg m2

Ie,Scheibe = 1, 00(2) · 10−3 kg m2

3.2.5 Trägheitsmoment des Hantelkörpers

Für das Trägheitsmoment des Hantelkörpers gilt:

I = 2mPunkt · s2 = m · s2

Mit der Masse m = 0, 120(1)kg (nachträglich geschätzt) und der Entfernung s = 0, 180(1)m der Massen vom
Mittelpunkt ergibt sich ein theoretisches Moment von It = 3, 89 · 10−3 kg m2. Für den Fehler ergibt sich:

∆It =
√

(s2)2 · (∆m)2 + (2ms)2 · (∆s)2 = 1, 85 · 10−4

Für die experimentelle Bestimmung des Trägheitsmoments ergibt sich mit TP = 2, 859(20)s:

Ie = k·T 2

4π2 = 3, 74 · 10−3

Und dem Fehler:

∆Ie =

√(
T 2

P

4π2

)2

· (∆k)2 +
(

kTP

2π2

)2 · (∆TP )2 = 6, 6 · 10−5

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 2%.

It,Hantelk. = 3, 80(19) · 10−3 kg m2

Ie,Hantelk. = 3, 74(7) · 10−3 kg m2

3.2.6 Trägheitsmoment des Stabs mit Drehachse im Mittelpunkt

Für das Trägheitsmoment eines Stabs gilt:

I = 1
12m · s2

Mit der Masse m = 0, 104(1)kg und dem Radius s = 0, 050(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von
It = 2, 60 · 10−3 kg m2. Für den Fehler ergibt sich:

∆It =
√

(s2)2 · (∆m)2 + (2ms)2 · (∆s)2 = 2, 26 · 10−5

Für die experimentelle Bestimmung des Trägheitsmoments ergibt sich mit TP = 2, 088(31)s:

Ie = k·T 2

4π2 = 1, 95 · 10−3

Und dem Fehler:
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∆Ie =

√(
T 2

P

4π2

)2

· (∆k)2 +
(

kTP

2π2

)2 · (∆TP )2 = 6, 2 · 10−5

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 25%.

It,Stab,M = 2, 60(2) · 10−3 kg m2

Ie,Stab,M = 1, 95(6) · 10−3 kg m2

3.2.7 Trägheitsmoment des Stabs mit Drehachse auÿerhalb des Mittelpunkts

Für das Trägheitsmoment eines Stabs mit der Drehachse auÿerhalb des Mittelpunkts gilt:

I = m
(

1
12s2 + d2

)
Mit der Masse m = 0, 104(1)kg, dem Radius s = 0, 050(1)m und der Verschiebung des Drehpunkts um d =
0, 081(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von It = 2, 85 · 10−3 kg m2. Für den Fehler ergibt sich:

∆It =
√

(s2)2 · (∆m)2 + (2ms)2 · (∆s)2 = 1, 7 · 10−4

Für die experimentelle Bestimmung des Trägheitsmoments ergibt sich mit TP = 2, 408(10)s:

Ie = k·T 2

4π2 = 2, 815 · 10−3

Und dem Fehler:

∆Ie =

√(
T 2

P

4π2

)2

· (∆k)2 +
(

kTP

2π2

)2 · (∆TP )2 = 2, 8 · 10−5

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 1%.

It,Stab,A = 2, 85(17) · 10−3 kg m2

Ie,Stab,A = 2, 82(3) · 10−3 kg m2

3.2.8 Trägheitsmoment der Kugel

Für das Trägheitsmoment einer Kugel gilt:

I = 2
5mr2

Mit der Masse m = 0, 403(1)kg und dem Radius r = 0, 055(1)m ergibt sich ein theoretisches Moment von
It = 4, 92 · 10−4 kg m2. Für den Fehler ergibt sich:

∆It =
√(

2
5r2

)2 · (∆m)2 +
(

4
5mr

)2 · (∆r)2 = 1, 8 · 10−5

Für die experimentelle Bestimmung des Trägheitsmoments ergibt sich mit TP = 0, 837(5)s:

Ie = k·T 2

4π2 = 3, 20 · 10−4

Und dem Fehler:
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∆Ie =
√(

T 2

4π2

)2 · (∆k)2 +
(

kT
2π2

)2 · (∆T )2 = 5 · 10−6

Der Unterschied der beiden Messungen liegt bei 35%.

It,Kugel = 4, 92(18) · 10−4 kg m2

Ie,Kugel = 3, 20(5) · 10−4 kg m2

3.3 Trägheitsmomente des Tischchens (Teil A, 3.)

Figure 4: Trägheitsmomente des Tischchens

Die inverse Wurzel der Trägheitsmomente des Tischchens, polar aufgetragen und abhängig vom eingestellten
Drehwinkel, ergeben ein zweidimensionales Trägheitsellipsoid (siehe weiter oben). Die groÿe Hauptachse ist um
17◦ im Uhrzeigersinn verschoben. Entsprechend liegen die Hauptträgheitsachsen bei 17◦ und 107◦.

3.4 Trägheitsmoment des Rades mit Hilfe der Winkelbeschleunigung (Teil B, 1.)

Um das Trägheitsmoment des Rades zu bestimmen, wurde es mit verschiedenen Massen in eine beschleunigte
Drehbewegung versetzt.
Die Schwerkraft auf die herabfallende Masse mP beschleunigt sowohl die Masse selbst als auch die Felge mit
der Masse mF , direkt wirkt sie allerdings nur auf mP . Es gilt:

FG = mP · g = (mP + mF ) · ages (45)

Mit R: Durchmesser der Felge; a: gemessene Beschleunigung auf dem Papierstreifen; r: Radius der Rades für
den Faden; ergibt sich mit den Relationen ω̇ = a

R und ages = r
R · a:

Iω̇ = r · (mP · g −mP · ages) (46)

⇒ I =
r ·mP · g − r ·mP · ages

ω̇
=

r ·R ·mP · g
a

−mP · r2 (47)
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Figure 5: Wegdi�erenz in Abhängigkeit von der Zeit, Gewicht: 100g

Die Steigungen der optimalen Geraden in den Diagrammen, die die Wegdi�erenz in Abhängigkeit von der Zeit
darstellen, entsprechen der Beschleunigung a eines beliebigen Punktes auf der Auÿenseite der Felge. Diese durch
Regression bestimmten Werte werden nun in die oben hergeleitete Formel eingesetzt. Der Fehler der Regression
wirkt sich mit den Fehlern der gemessenen Radien (±0, 001m) auf die gesamte Ungenauigkeit des Endergebnisses
aus. Die Angaben der Massen mP werden als präzise angenommen, da ihre Beträge direkt angegeben waren
und nicht gemessen werden mussten.

Die Messungen ergaben folgende Werte: R = U
1π = 0, 2117(2)m und r = 0, 060(1)m.

Messung 1: 100g
a = 0, 18185(275)ms−2

Daraus ergibt sich für das Trägheitsmoment I = 0, 0682 kg m2

Der Fehler ergibt sich aus:

∆I =

√(
RgmP

a − 2mP

)2

· (∆r)2 +
(

rgmP

a

)2 · (∆R)2 +
(

RrgmP

a2

)2

· (∆a)2 = 0, 0014

Also ergibt sich: I = 0, 0682(14) kg m2

Messung 2: 200g
a = 0, 38943(350)ms−2

Daraus ergibt sich für das Trägheitsmoment I = 0, 0632 kg m2

Der Fehler ergibt sich aus:

∆I =

√(
RgmP

a − 2mP

)2

· (∆r)2 +
(

rgmP

a

)2 · (∆R)2 +
(

RrgmP

a2

)2

· (∆a)2 = 0, 0009

Also ergibt sich: I = 0, 0632(9) kg m2

Messung 3: 500g
a = 0, 97153(1821)ms−2

16



Figure 6: Wegdi�erenz in Abhängigkeit von der Zeit, Gewicht: 200g

Figure 7: Wegdi�erenz in Abhängigkeit von der Zeit, Gewicht: 500g
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Figure 8: Wegdi�erenz in Abhängigkeit von der Zeit, Gewicht: 1000g

Daraus ergibt sich für das Trägheitsmoment I = 0, 0623 kg m2

Der Fehler ergibt sich aus:

∆I =

√(
RgmP

a − 2mP

)2

· (∆r)2 +
(

rgmP

a

)2 · (∆R)2 +
(

RrgmP

a2

)2

· (∆a)2 = 0, 0012

Also ergibt sich: I = 0, 0623(12) kg m2

Messung 4: 1000g
a = 1, 91521(3107)ms−2

Daraus ergibt sich für das Trägheitsmoment I = 0, 0615 kg m2

Der Fehler ergibt sich aus:

∆I =

√(
RgmP

a − 2mP

)2

· (∆r)2 +
(

rgmP

a

)2 · (∆R)2 +
(

RrgmP

a2

)2

· (∆a)2 = 0, 0014

Also ergibt sich: I = 0, 0615(14) kg m2

Zusammenfassung
Der gewichtete Mittelwert ergibt: I = 0, 0635(7) kg m2

3.5 Trägheitsmoment der Felge mit Hilfe der Periodendauer (Teil B, 2.)

Das Trägheitsmoment des Rades ergibt sich aus:

I = mgs·T 2
P

4π2 −mZ · a2

(m: Masse der Felge, mZ : Masse des Zusatzgewichts, a: Abstand des Zusatzgewichts von der Drehachse,
s: Abstand der Drehachse zum Schwerpunkt, TP : Periodendauer)
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Der Schwerpunkt teilt die Strecke zwischen Schwerpunkt des Rades (=Drehachse) und Zusatzmasse genau im
inversen Verhältnis der Gewichte:

a−s
s = m

mZ
⇔ r = ( m

mZ
+ 1) · s⇔ s = mZ

mZ+m · a = mZ

m · a

Dies eingesetzt in die obige Formel ergibt:

I = gmza·T 2
P

4π2 −mZ · a2

Die Messungen ergaben folgenden Werte: mZ = 0, 255(1)kg und a = 0, 180(1)m.

Für den Fehler des Trägheitsmoments gilt:

∆I =

√(
ga·T 2

P

4π2 − a2
)2

· (∆m)2 +
(

gamZ ·TP

2π2

)2

· (∆TP )2 +
(

gmZ ·T 2
P

4π2 − 2mZa
)2

· (∆a)2

Messung 1
Messwerte für Periodendauer TP : 2,640s; 2,631s; 2,636s
Der Mittelwert ist: TP = 2, 635(3)

Einsetzen in die Formeln für I und ∆I ergibt: I = 0, 0709(5) kg m2

Messung 2 (für diametral gegenüberliegende Seite)
Messwerte für Periodendauer TP : 2,614s; 2,609s; 2,619s
Der Mittelwert ist: TP = 2, 614(3)

Einsetzen in die Formeln für I und ∆I ergibt: I = 0, 0697(5) kg m2

Zusammenfassung
Der gewichtete Mittelwert ergibt: I = 0, 0703(4) kg m2

Dieser Wert für das Trägheitsmoment unterscheidet sich von dem, der mit der Winkelbeschleunigung berechnet
wurde, um 10%.

4 Diskussion

Bei der Betrachtung der Ergebnisse fällt auf, dass es teilweise zu groÿen Abweichungen zu den erwarteten
Werten kommt. Die Gründe hierfür können sehr unterschiedlich sein. Obwohl die Versuchsdurchführungen an
sich einfach zu bewerkstelligen sind, sind sie doch schnell Störungsfaktoren unterworfen, sowohl Geräte als auch
Experimentatoren spielen hier eine Rolle.

19


